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❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✳
❆❧s♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r✳ ❉❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✇♦r❦✢♦✇s✱ ②♦✉
❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❞❛t❛ s❡t✱ ❜✉t r❛t❤❡r ♦❢ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❞❛t❛ s❡ts✳
■t ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❤♦✇ ♠❛♥② ❞❛t❛ s❡ts ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥
t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤✉s✱ s✐♠♣❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❛♥②♠♦r❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ❤❛s t♦
❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥ts✿ ♦♥❡ ♠❛② t❤✐♥❦ ♦❢ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝♦sts✱ q✉❛❧✐t② ♦❢ s❡r✈✐❝❡✱
❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ s♦ ♦♥✳
❆♥♦t❤❡r r❡❝❡♥t tr❡♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐s
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛t ♦♥❝❡
✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ tr② t♦ ♠❛♣ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs
s♦ ❛s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❣♦♦❞ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❜✉t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛ ❤✐❣❤ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✳ ❆ ❝r✉❝✐❛❧ ♥❡✇
❞✐✣❝✉❧t② ❛r✐s❡s✿ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s❄ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ t❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♠❜✐♥❡s
❛❧❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡♠ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s
t♦ s♦ ❝❛❧❧❡❞ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❡♥t✐r❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✐s s♣❛♥♥❡❞✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r t❡♥❞❡♥❝②
✜①❡s ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡ ❧❛st ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥
❢♦r t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❢r❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛♥t❛❣♦♥✐st ❛♥❞ ♥♦t
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ❋✐①✐♥❣ ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ♦♥❡ ❛❝❝❡♣ts ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤
❡♥❢♦r❝❡s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t t♦ ❣❡t t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞
✐♠♣♦s❡ ❛ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢✱ s❛②✱ 100 ❢r❛♠❡s ♣❡r s❡❝♦♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ♠♦st r❡❧✐❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥
✐
✐✐ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
✭✇❤✐❝❤ s❡❡♠s ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ t❤❛♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮✳
❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s s✐t✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ str❡❛♠✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst t②♣❡ ❝♦♥❝❡r♥s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ✈✐❞❡♦ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞
✭❱❖❉✮✱ ✇❤❡r❡ r❡q✉❡sts ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ✇♦r❦✲
✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ t❤❡ ❏P❊● ❡♥❝♦❞❡r✳ ❚❤✐r❞✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r tr❡❡✲s❤❛♣❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ ✈✐❞❡♦ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ♦r r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡s✳
❆❧❧ t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦✛❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣♦✐♥ts ❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ♦♣t ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✜① ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s
t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛✐♠ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡①✐t②
❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ t❤❡s✐s ✐s s♣❧✐t
✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♣❛rts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t②♣❡s✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ❚r❡❡ ◆❡t✇♦r❦s
❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❱❖❉✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠ ❤❛s ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
s❤❛♣❡✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♣♦❧✐❝✐❡s t♦ ♣❧❛❝❡ r❡♣❧✐❝❛s ✐♥ tr❡❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ s✉❜❥❡❝t t♦
s❡r✈❡r ❝❛♣❛❝✐t②✱ q✉❛❧✐t② ♦❢ s❡r✈✐❝❡ ✭◗♦❙✮ ❛♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ❝❧✐❡♥t r❡q✉❡sts ❛r❡
❦♥♦✇♥ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡r✈❡rs ❛r❡ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❲❡ ❣✐✈❡
❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤
❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❛t ❛❧❧ r❡q✉❡sts
♦❢ ❛ ❝❧✐❡♥t ❜❡ s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧♦s❡st s❡r✈❡r ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ❛♥❞ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❈❧♦s❡st
♣♦❧✐❝②✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ♥❡✇ ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣♦❧✐❝②✱ ❯♣✇❛r❞s ✱ ❛❧❧ r❡q✉❡sts
❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❧✐❡♥t ❛r❡ st✐❧❧ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ s❡r✈❡r✱ ❜✉t t❤✐s s❡r✈❡r ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛♥②✇❤❡r❡
✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧✐❡♥t t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦❧✐❝②✱ t❤❡ r❡q✉❡sts ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❧✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡
♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ s❡r✈❡rs ❛♥❞ ✇❡ ♥❛♠❡ t❤✐s ♣♦❧✐❝② ▼✉❧t✐♣❧❡✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳ ❖♥❡ ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ✐s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡s❡ ♥❡✇
♣♦❧✐❝✐❡s ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s❡r✈❡r
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ❜♦t❤ ❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❲❡ st✉❞② t❤✐s ♠♦♥♦✲❝r✐t❡r✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♣✇❛r❞s ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡❛s ▼✉❧t✐♣❧❡
❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r r❡s✉❧t ✐s q✉✐t❡ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥
❡❧❡❣❛♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦st ❢♦r t❤✐s ♣♦❧✐❝②✳ ◆♦t s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ❛❧❧ t❤r❡❡ ♣♦❧✐❝✐❡s
t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❲❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ◗♦❙ ❛♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
▼✉❧t✐♣❧❡ ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥♦❞❡s ❛♥❞ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡❝♦♠❡s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮✳
❇✉t ✇❡ st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ ❈❧♦s❡st ✇✐t❤ ◗♦❙ ❛♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✷ ❛♥❞ ✸✳✷✱ ✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s ❧✐♥❡❛r
♣r♦❣r❛♠s✳
❖♥ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s✐❞❡ ✇❡ ❞❡s✐❣♥ s❡✈❡r❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ❜♦t❤ ❢♦r t❤❡ ♠♦♥♦✲❝r✐t❡r✐♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡
❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❛❝❝❡ss ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✭❛♥❞
t❤❡✐r q✉❛❧✐t②✮ ✐♥❝r❡❛s❡s ✉s✐♥❣ ❯♣✇❛r❞s ♦r ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r ▼✉❧t✐♣❧❡✳ ❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠s✱
✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✹ ❛♥❞ ✸✳✹✳
✐✐✐
❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬❆✷✱ ❇✺✱ ❇✻✱ ❇✼❪✳
P✐♣❡❧✐♥❡ ❲♦r❦✢♦✇ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❧✐♥❡❛r ✇♦r❦✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss ✐s
❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦❞✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ st❡❛❞②✲st❛t❡ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❣r❛♣❤s ✇❤❡r❡ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❞❛t❛ s❡ts ✭t❛s❦s✮ ❡♥t❡r t❤❡ ✐♥♣✉t st❛❣❡
❛♥❞ ♣r♦❣r❡ss ❢r♦♠ st❛❣❡ t♦ st❛❣❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❊❛❝❤ st❛❣❡ ❤❛s ✐ts ♦✇♥
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✿ ✐t r❡❛❞s ❛♥ ✐♥♣✉t ✜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡✱
♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ❛ r❡s✉❧t t♦ t❤❡ ♥❡①t st❛❣❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛ s❡t✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛ ✐s ✐♥♣✉t
t♦ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st st❛❣❡✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳
❈❤❛♣t❡r ✺ ♣r❡s❡♥ts ♦✉r ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤r❡❡ ❛♥t❛❣♦♥✐st ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛
❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✿ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♣✉t❀ t❤❡ ❧❛t❡♥❝②✱
✐✳❡✳✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡❀ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡
s✉❝❝❡ss❢✉❧✳ ❚❤r♦✉❣❤♣✉t ❝❛♥ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② ❝✉tt✐♥❣ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ♣❛rts ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ▲❛t❡♥❝② ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❢❛st❡r ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✇❤✐❧❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ✐s
✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② r❡♣❧✐❝❛t✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s
❧❛t❡♥❝② ✭❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ s❧♦✇❡r ♣r♦❝❡ss♦rs✮✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❧s t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞
♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss♦rs ❢❛✐❧ ❞✉r✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✱ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ♠♦♥♦✲❝r✐t❡r✐❛ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ❛ss❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❝r✐t❡r✐❛ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛t❢♦r♠ t②♣❡s✳ ❲❡ t❤❡♥ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✲❧❛t❡♥❝② ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠s ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❡❞ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❛s ♣❡r✐♦❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧r❡❛❞② ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❧❛t❡♥❝②✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦r ❋✉❧❧② ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ◆P✲❤❛r❞
❢♦r ❋✉❧❧② ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✇♦r❦✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝❛s❡ st✉❞② ✭❈❤❛♣✲
t❡r ✻✮✿ t❤❡ ❏P❊● ❡♥❝♦❞❡r ♣✐♣❡❧✐♥❡✳ ❲❡ ❝❤♦s❡ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ✇♦r❦✢♦✇s✱
✇❤❡♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ▼✲❏P❊● ✈✐❞❡♦ str❡❛♠s✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ s❡✈❡r❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷
❛♥❞ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ♣❡r✐♦❞✲❧❛t❡♥❝② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳ ❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ♣❧❛t❢♦r♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬❆✶✱ ❇✷✱ ❇✸✱ ❇✹❪✳
◗✉❡r② ❙tr❡❛♠✐♥❣
❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt t❛❝❦❧❡s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ✐♥✲♥❡t✇♦r❦ str❡❛♠ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦✳ ❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡q✉❡st
❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ tr❡❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ♣r♦❝❡ss♦rs t♦
❝♦♠♣✉t❡ s♦♠❡ ❞❛t❛✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ♣❡r❢♦r♠ ❞♦✇♥❧♦❛❞s ❢r♦♠ s❡r✈❡rs t♦
✉♣❞❛t❡ t❤❡✐r ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts ❛t s♦♠❡ ❞❡s✐r❡❞ r❛t❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥
t❤❡ ❞❛t❛ str❡❛♠ ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡r❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t♦r s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✜①❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❛t❡ ✭◗♦❙ r❡q✉❡st✮ ✐s r❡s♣❡❝t❡❞✳
❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✐♥✲♥❡t✇♦r❦ str❡❛♠ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦✱
♦r ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s q✉❡r✐❡s ♦♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡s✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✉s❡r
✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜♦✉❣❤t ♦r r❡♥t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✐✈ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ st❡❛❞②✲st❛t❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠
❝♦st✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ◆P✲❤❛r❞ ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡st ✐♥st❛♥❝❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✮ ❛♥❞ ✇❡
❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✶✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡ ❞❡s✐❣♥ ❛ s❡t ♦❢
♠❛♣♣✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✸✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✹ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡
❤❡✉r✐st✐❝s ✈✐❛ ❡①t❡♥s✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ s♦❧✉t✐♦♥✳
❲❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♦♥❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ✇❤✐❝❤ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ♣r♦❞✉❝❡s ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❛❧♠♦st
❛❧✇❛②s ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦t❤❡r ❤❡✉r✐st✐❝s✳
❆ ❢♦❧❧♦✇✲♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✾✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛ s❡t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❊❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ t❤r♦✉❣❤♣✉t
r❡q✉✐r❡♠❡♥t✱ ✐✳❡✳✱ ✐ts ♦✇♥ ◗♦❙ r❡q✉❡st✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✾✱ ✇❡ ❛❜❛♥❞♦♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞
✇❡ ❞❡♣❧♦② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ t❛r❣❡t ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝✿ ✇✐t❤
♦♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ✉s❡r✱ t❤✐s ✉s❡r ✇❛♥ts t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♣❧❛t❢♦r♠ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❤✐s✴❤❡r ♥❡❡❞s❀
♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ✉s❡rs r✉♥♥✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧②✱ ✐t ✐s ♠♦r❡
❧✐❦❡❧② t♦ s❤❛r❡ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ s❡t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❢♦r ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱
❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t♦r tr❡❡s ♠❛② r❡✉s❡ ❝♦♠♠♦♥ s✉❜✲❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇❤❡♥ ♦♣❡r❛t♦r tr❡❡s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡
s✉❜tr❡❡s✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✶✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✱ ❝❧❛ss✐✜❡s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❛s ◆P✲
❤❛r❞✳ ❆♥♦t❤❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ t❤❛t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✹✳
❲❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t❤❡♠ ❢♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ✇❡ st✉❞② ♠♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✺ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡✉s❡ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ s✉❜❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
P❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬❇✶❪✳
P❛rt ■
❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ❚r❡❡ ◆❡t✇♦r❦s
✶

❈❤❛♣t❡r ✶
Pr♦❜❧❡♠ ❉❡✜♥✐t✐♦♥
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡♣❧✐❝❛ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ tr❡❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥❢♦r♠❛❧❧②✱
t❤❡r❡ ❛r❡ ❝❧✐❡♥ts ✐ss✉✐♥❣ r❡q✉❡sts t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② s❡r✈❡rs✳ ❚❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✭❜♦t❤ t❤❡✐r
♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡r✈❡rs
❛r❡ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❆ ❝❧✐❡♥t ✐s ❛ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱ ❛♥❞ ✐ts r❡q✉❡sts ❝❛♥ ❜❡ s❡r✈❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦r
s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡s✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ r❡♣❧✐❝❛❀ ✇❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛✱ ✐t
❝❛♥ ♣r♦❝❡ss ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts✱ ✉♣ t♦ ✐ts ❝❛♣❛❝✐t② ❧✐♠✐t✳ ◆♦❞❡s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛✱ ❛❧s♦
❝❛❧❧❡❞ s❡r✈❡rs✱ ❝❛♥ ♦♥❧② s❡r✈❡ ❝❧✐❡♥ts ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡✐r s✉❜tr❡❡ ✭s♦ t❤❛t t❤❡ r♦♦t✱ ✐❢ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤
❛ r❡♣❧✐❝❛✱ ❝❛♥ s❡r✈❡ ❛♥② ❝❧✐❡♥t✮❀ t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠s✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♥♦❞❡ ❤❛s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥❧② ♦❢ ✐ts ♣❛r❡♥t ❛♥❞
❝❤✐❧❞r❡♥ ✐♥ t❤❡ tr❡❡✳
❚❤❡ r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s t♦ ❛ss✐❣♥ r❡♣❧✐❝❛s t♦ ♥♦❞❡s s♦ t❤❛t s♦♠❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ t❤❡ s❡r✈❡rs✳ ■❢
❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ t❤✐s r❡❞✉❝❡s t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s✳ ■❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❛ss✐❣♥ ❛ ❝♦st ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡✐r ❝❛♣❛❝✐t② ✭s♦ t❤❛t ♦♥❡ r❡♣❧✐❝❛
♦♥ ❛ ♥♦❞❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❤❛♥❞❧✐♥❣ 200 r❡q✉❡sts ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t✇♦ r❡♣❧✐❝❛s ♦♥ ♥♦❞❡s ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t②
100 ❡❛❝❤✮✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
■♥ ♠♦♥♦✲❝r✐t❡r✐♦♥ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭❈❢✳ ❈❤❛♣t❡r ✷✮✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥
❝♦st ✭♦r r❡♣❧✐❝❛ ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛s❡✮✳ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❤❡r❡❛s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛
P❧❛❝❡♠❡♥t ❛s ♠✉❧t✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ s♦♠❡ ◗✉❛❧✐t② ♦❢ ❙❡r✈✐❝❡ ✭◗♦❙✮✿ r❡q✉❡sts ♠✉st ❜❡ s❡r✈❡❞ ✐♥ ❧✐♠✐t❡❞ t✐♠❡✱
t❤❡r❡❜② ♣r♦❤✐❜✐t✐♥❣ r❡♠♦t❡ ♦r ❤❛r❞✲t♦✲r❡❛❝❤ r❡♣❧✐❝❛ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ r❡q✉❡sts t❤r♦✉❣❤
❛ ❧✐♥❦ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ❝❛♥♥♦t ❡①❝❡❡❞ s♦♠❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✲r❡❧❛t❡❞ ❝❛♣❛❝✐t②✳
❲❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ tr❡❡ ✭❝❧✐❡♥ts ❛♥❞ ♥♦❞❡s✮ ✐s ✜①❡❞ ✐♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s
❦❡② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢♦r ❛ ❜r♦❛❞ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❡❧❡❝tr♦♥✐❝✱ ■❙P✱ ♦r
❱❖❉ s❡r✈✐❝❡ ❞❡❧✐✈❡r② ❬✸✾✱ ✷✷✱ ✼✹✱ ✹✻❪✳ ❚❤❡ r♦♦t s❡r✈❡r ❤❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❜✉t
❝❛♥♥♦t s❡r✈❡ ❛❧❧ ❝❧✐❡♥ts ❞✐r❡❝t❧②✱ s♦ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ tr❡❡ ✐s ❞❡♣❧♦②❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♥❞
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝❡ss t♦ r❡♣❧✐❝❛s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐♥ ♦t❤❡r✱ ♠♦r❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✲
✐③❡❞✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ❲❡❜ ♠✐rr♦rs ✐♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♥❡t✇♦r❦s✮✱ ❛ t✇♦✲st❡♣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
✉s❡❞✿ ✜rst ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ✏❣♦♦❞✑ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ tr❡❡ ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ t❤❡♥
❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ✏❣♦♦❞✑ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s ❛♠♦♥❣ t❤❡ tr❡❡ ♥♦❞❡s✳ ❇♦t❤ st❡♣s ❛r❡ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥t✱
❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ tr❡❡s ♠❛② ✇❡❧❧ ❜❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✮✳
■♥ ♠♦st ♣❛♣❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ❢♦r ❛ s✉r✈❡② ♦❢ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦✮✱ ❛❧❧ r❡q✉❡sts
♦❢ ❛ ❝❧✐❡♥t ❛r❡ s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧♦s❡st r❡♣❧✐❝❛✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✜rst r❡♣❧✐❝❛ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠
✸
✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ P❘❖❇▲❊▼ ❉❊❋■◆■❚■❖◆
t❤❡ ❝❧✐❡♥t t♦ t❤❡ r♦♦t ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ tr❡❡✳ ❚❤✐s ❈❧♦s❡st ♣♦❧✐❝② ✐s s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧✱ ❜✉t ♠❛②
❜❡ ✉♥❞✉❧② r❡str✐❝t✐✈❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ✇❛st❡ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿
■♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ✇❡ ❦❡❡♣ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ r❡q✉❡sts ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❧✐❡♥t ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞
❜② t❤❡ s❛♠❡ r❡♣❧✐❝❛✱ ❜✉t ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❝❧✐❡♥t r❡q✉❡sts t♦ ✏tr❛✈❡rs❡✑ s❡r✈❡rs s♦ ❛s t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜②
♦t❤❡r r❡♣❧✐❝❛s ❧♦❝❛t❡❞ ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ ✭❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ r♦♦t✮✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❯♣✇❛r❞s
♣♦❧✐❝②✳ ❚❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ t❤❡ ❈❧♦s❡st ♣♦❧✐❝② ❛ss✐❣♥s r❡♣❧✐❝❛s ❛t ♣r♦①✐♠✐t②
♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✱ ❜✉t ♠❛② ♥❡❡❞ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ t♦♦ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡♠ ✐❢ s♦♠❡ ❧♦❝❛❧ s✉❜tr❡❡ ✐ss✉❡s ❛ ❣r❡❛t
♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts✳ ❚❤❡ ❯♣✇❛r❞s ♣♦❧✐❝② ✇✐❧❧ ❡♥s✉r❡ ❛ ❜❡tt❡r r❡s♦✉r❝❡ ✉s❛❣❡✱ ❧♦❛❞✲❜❛❧❛♥❝✐♥❣ t❤❡
♣r♦❝❡ss ♦❢ r❡q✉❡sts ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡❀ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❛t r❡q✉❡sts ✇✐❧❧ ❜❡ s❡r✈❡❞ ❜②
r❡♠♦t❡ s❡r✈❡rs✱ ❧✐❦❡❧② t♦ t❛❦❡ ❧♦♥❣❡r t✐♠❡ t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡♠✳ ❚❛❦✐♥❣ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
✇♦✉❧❞ t②♣✐❝❛❧❧② ❜❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ❯♣✇❛r❞s ♣♦❧✐❝②✳
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❢✉rt❤❡r r❡❧❛① ❛❝❝❡ss ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❣r❛♥t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❛
❝❧✐❡♥t t♦ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ s❡✈❡r❛❧ r❡♣❧✐❝❛s✳ ❲✐t❤ t❤✐s ▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧✐❝②✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❧✐❡♥t✬s
r❡q✉❡sts ✇✐❧❧ ❜❡ s♣❧✐t ❛♠♦♥❣ s❡✈❡r❛❧ s❡r✈❡rs ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧✐❡♥t t♦ t❤❡ r♦♦t✳
❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤✐s ♣♦❧✐❝② ✐s t❤❡ ♠♦st ✢❡①✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ❧✐❦❡❧② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❜❡st r❡s♦✉r❝❡ ✉s❛❣❡✳ ❚❤❡
♦♥❧② ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❡ ✭♠♦❞❡st✮ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t r❡q✉❡sts ♠✉st
♥♦✇ ❜❡ t❛❣❣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛ s❡r✈❡r ■❉ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ■❉✳
❖✉r ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐✮ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❛❝❝❡ss ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ❈❧♦s❡st ✱
❯♣✇❛r❞s ❛♥❞ ▼✉❧t✐♣❧❡❀ ✐✐✮ ✇❡ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s❡r✈❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ❜♦t❤ ❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❛♥❞ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡❀ ✐✐✐✮ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ◗♦❙ ❛♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
✶✳✶ ❋r❛♠❡✇♦r❦
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛ ♣r❡❝✐s❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ s♦♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ◆❡①t ✇❡ ♦✉t❧✐♥❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳
✶✳✶✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ◆♦t❛t✐♦♥s
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ tr❡❡ T ✇❤♦s❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts C ❛♥❞ ❛ s❡t
♦❢ ♥♦❞❡s N ✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ tr❡❡ ❡❞❣❡s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s L✳ ❚❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❛r❡ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱ ✇❤✐❧❡
N ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡s✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s② t♦ ❛❧❧♦✇ ❝❧✐❡♥t✲s❡r✈❡r ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ♣❧❛② ❜♦t❤
t❤❡ r✉❧❡ ♦❢ ❛ ❝❧✐❡♥t ❛♥❞ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ ✭♣♦ss✐❜❧② ❛ s❡r✈❡r✮✱ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥t♦ t✇♦
❞✐st✐♥❝t ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ tr❡❡✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛♥ ❡❞❣❡ ✇✐t❤ ③❡r♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st✳
❆ ❝❧✐❡♥t i ∈ C ✐s ♠❛❦✐♥❣ ri r❡q✉❡sts ♣❡r t✐♠❡ ✉♥✐t t♦ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ✇❡
r❡str✐❝t t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝t t②♣❡✱ ❤❡♥❝❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❲❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧
♦❜❥❡❝t t②♣❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✷✳✶✳
❆ ♥♦❞❡ j ∈ N ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ◆♦❞❡s
❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ✭✐✳❡✳✱ s❡r✈❡rs✮ ❝❛♥ ♣r♦❝❡ss ✉♣ t♦ ❲j r❡q✉❡sts ♣❡r t✐♠❡ ✉♥✐t ❢r♦♠ ❝❧✐❡♥ts ✐♥
t❤❡✐r s✉❜tr❡❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ ❛ ❝❧✐❡♥t i t♦ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱ ❛♥❞
❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛t❤ ✐s ❡❧✐❣✐❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡ss s♦♠❡ ♦r ❛❧❧ t❤❡ r❡q✉❡sts ✐ss✉❡❞ ❜② i ✇❤❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞
✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ❙❡r✈❡rs(i) ⊆ N t❤✐s s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ t♦ ♣❛② t♦ ♣❧❛❝❡ ❛
r❡♣❧✐❝❛ ❛t ♥♦❞❡ j ✐s s❝j ✳
▲❡t r ❜❡ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ■❢ j ∈ N ✱ t❤❡♥ ❝❤✐❧❞r❡♥(j) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ ♥♦❞❡ j✳ ■❢
k 6= r ✐s ❛♥② ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ✭❧❡❛❢ ♦r ✐♥t❡r♥❛❧✮✱ ♣❛r❡♥t(k) ✐s ✐ts ♣❛r❡♥t ✐♥ t❤❡ tr❡❡✳ ■❢ l : k → k′ =
♣❛r❡♥t(k) ✐s ❛♥② ❧✐♥❦ ✐♥ t❤❡ tr❡❡✱ t❤❡♥ s✉❝❝(l) ✐s t❤❡ ❧✐♥❦ k′ → ♣❛r❡♥t(k′) ✭✇❤❡♥ ✐t ❡①✐sts✮✳ ▲❡t
✶✳✶✳ ❋❘❆▼❊❲❖❘❑ ✺
❆♥❝❡st♦rs(k) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛♥❝❡st♦rs ♦❢ ♥♦❞❡ k✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣❛t❤ t❤❛t ❧❡❛❞s
❢r♦♠ k ✉♣ t♦ t❤❡ r♦♦t r ✭k ❡①❝❧✉❞❡❞✮✳ ■❢ k′ ∈ ❆♥❝❡st♦rs(k)✱ t❤❡♥ ♣❛t❤[k → k′] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢
❧✐♥❦s ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ k t♦ k′❀ ❛❧s♦✱ s✉❜tr❡❡(k) ✐s t❤❡ s✉❜tr❡❡ r♦♦t❡❞ ✐♥ k✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ k✳
❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠♦r❡ ♥♦t❛t✐♦♥s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
• ❈❧✐❡♥ts i ∈ C ✕ ❊❛❝❤ ❝❧✐❡♥t i ✭❧❡❛❢ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✮ ✐s s❡♥❞✐♥❣ ri r❡q✉❡sts ♣❡r t✐♠❡ ✉♥✐t✳ ❋♦r
s✉❝❤ r❡q✉❡sts✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ◗♦❙ ✭t②♣✐❝❛❧❧②✱ ❛ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✮ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ qi✱ ❛♥❞ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦
❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤✐s ◗♦❙ ✇✐❧❧ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t✳
• ◆♦❞❡s j ∈ N ✕ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ j ✭✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✮ ❤❛s ❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ❲j ✱
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts t❤❛t ✐t ❝❛♥ ♣r♦❝❡ss ♣❡r t✐♠❡✲✉♥✐t ✇❤❡♥ ✐t ❤❛s ❛
r❡♣❧✐❝❛✳ ❆ ❝♦st ✐s ❛❧s♦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✱ s❝j ✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r✐❝❡ t♦ ♣❛② t♦
♣❧❛❝❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ❛t t❤✐s ♥♦❞❡✳ ❲✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝t t②♣❡ ✐t ✐s q✉✐t❡ ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
s❝j ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ❲j ✿ t❤❡ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛ s❡r✈❡r✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦st❧②✳ ❇✉t ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧
♦❜❥❡❝ts ✇❡ ♠❛② ✉s❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ ❝♦st✳
• ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s l ∈ L ✕ ❚❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s
❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s ✭❧❡❛❢ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧✮✳ ❲❡ ❛ss✐❣♥ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❝♦♠♠l ♦♥ ❧✐♥❦ l ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❡♥❞ ❛ r❡q✉❡st t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐♥❦✳
✶✳✶✳✷ Pr♦❜❧❡♠ ■♥st❛♥❝❡s
❋♦r ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t i ∈ C✱ ❧❡t ❙❡r✈❡rs(i) ⊆ N ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ s❡r✈❡rs r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ♦❢ ✐ts r❡q✉❡sts✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t s♣❡❝✐❢② ❤❡r❡ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝❡ss ♣♦❧✐❝② ✐s ❡♥❢♦r❝❡❞ ✭❡✳❣✳ ♦♥❡ ♦r ♠✉❧t✐♣❧❡
s❡r✈❡rs✮✱ ✇❡ ❞❡❢❡r t❤✐s t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❧❡t ri,j ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts ❢r♦♠ ❝❧✐❡♥t i
♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② s❡r✈❡r j ✭♦❢ ❝♦✉rs❡✱
∑
j∈❙❡r✈❡rs(i) ri,j = ri✮✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ R ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s✿
R = {j ∈ N| ∃i ∈ C , j ∈ ❙❡r✈❡rs(i)} .
❈♦♥str❛✐♥ts
❚❤r❡❡ ♠❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❙❡r✈❡r ❝❛♣❛❝✐t② ✕ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥♦ s❡r✈❡r ❝❛♣❛❝✐t② ❝❛♥ ❜❡
❡①❝❡❡❞❡❞ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛❧❧ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✿
∀j ∈ R,
∑
i∈C|j∈❙❡r✈❡rs(i)
ri,j ≤❲j .
◗♦❙ ✕ ❙♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ❡♥❢♦r❝❡ ❛ q✉❛❧✐t② ♦❢ s❡r✈✐❝❡✿ t❤❡ t✐♠❡ t♦ tr❛♥s❢❡r ❛ r❡q✉❡st ❢r♦♠
❛ ❝❧✐❡♥t t♦ ❛ r❡♣❧✐❝❛ s❡r✈❡r ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ q✉❛♥t✐t② qi✳ ❚❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦✿
∀i ∈ C,∀s ∈ ❙❡r✈❡rs(i),
∑
l∈♣❛t❤[i→s]
❝♦♠♠l ≤ qi.
◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s② ❡①t❡♥❞ t❤❡ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥t s♦ ❛s t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢
❛ r❡q✉❡st ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✐ts ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st✳ ❚❤✐s ❢♦r♠❡r ❝♦st ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ s❡r✈❡r ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✭✐♥ ✢♦♣s✮ ✐♥ r❡q✉✐r❡❞
❢♦r ❡❛❝❤ r❡q✉❡st✳
✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ P❘❖❇▲❊▼ ❉❊❋■◆■❚■❖◆
▲✐♥❦ ❝❛♣❛❝✐t② ✕ ❙♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ❡♥❢♦r❝❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ ❡❛❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❧✐♥❦ l ∈ L✿ ∑
i∈C,s∈❙❡r✈❡rs(i)|l∈♣❛t❤[i→s]
ri,s ≤ ❇❲l.
■♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❡r✈❡rs ❛❝❝❡ss ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❜❥❡❝ts✱ r
(k)
i,s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
r❡q✉❡sts ❢r♦♠ ❝❧✐❡♥t i ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② s❡r✈❡r s ♦♥ ♦❜❥❡❝t k✳ ❚❤❡ s✐♥❣❧❡ s❡r✈❡r ❝❛s❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❙❡r✈❡rs(i, k) ❜② s❡r✈❡r(i, k) ✭t❤❡ s✐♥❣❧❡ s❡r✈❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ r❡q✉❡sts ♦♥ k ❢♦r ❝❧✐❡♥t i✮✱ ❛♥❞
t❤❡ r
(k)
i,s ❛r❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ r
(k)
i ✳
❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❋✉♥❝t✐♦♥
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
▼✐♥
∑
s∈R
s❝s.
❆s ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✱ ✐t ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ s❡r✈❡r ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
✐ts ❝❛♣❛❝✐t②✱ s♦ ✐♥ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❡ ❧❡t s❝s = ❲s✳
❙✐♠♣❧✐✜❡❞ Pr♦❜❧❡♠s
❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢❡✇ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ♠♦♥♦✲
❝r✐t❡r✐❛ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✿
❛✮ ▼♦♥♦✲❝r✐t❡r✐♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❖♥❧② s❡r✈❡r ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ✕ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤♦✉t ◗♦❙ ❛♥❞ ❧✐♥❦ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s r❡❞✉❝❡s t♦ ✜♥❞✐♥❣ ❛
✈❛❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦st✱ ✇❤❡r❡ ✏✈❛❧✐❞✑ ♠❡❛♥s t❤❛t ♥♦ s❡r✈❡r ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❡①❝❡❡❞❡❞✳
❲❡ ♥❛♠❡ t❤✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦st✳
❘❡♣❧✐❝❛ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✕ ❲❡ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦st ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❤♦✲
♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛s❡✿ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s❡r✈❡rs✱ t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦st ♣r♦❜❧❡♠ ❛♠♦✉♥ts t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s ♥❡❡❞❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ st♦r❛❣❡ ❝♦st s❝j ✐s
s❡t t♦ 1 ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣✳
❜✮ ❖♣t✐♠✐③✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝r✐t❡r✐❛
◗♦❙❂❞✐st❛♥❝❡ ✕ ❲❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ◗♦❙ ❝♦♥✲
str❛✐♥t ❛♥❞ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝❧✐❡♥t ❛♥❞ ✐ts s❡r✈❡r✭s✮✳
❚❤❡ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s t❤❡♥
∀i ∈ C,∀s ∈ ❙❡r✈❡rs(i), d(i, s) ≤ qi
✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ d(i, s) = |♣❛t❤[i→ s]| ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ i
❛♥❞ s✳
◆♦ ❧✐♥❦ ❝❛♣❛❝✐t② ✕ ❲❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛ss✉♠✐♥❣ ✐♥✜♥✐t❡ ❧✐♥❦ ❝❛♣❛❝✐t②✱ ✐✳❡✳✱ ♥♦t
❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✣❝ ♦♥ ❛♥② ❧✐♥❦ ✐♥ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
❲❡ ♥❛♠❡❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦st ✇✐t❤ ◗♦❙ t❤❡ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t s✐♠♣❧✐✜❡s❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡✲
♠❡♥t t♦ ◗♦❙❂❞✐st❛♥❝❡ ✇✐t❤♦✉t ❧✐♥❦ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ■ts ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❘❡♣❧✐❝❛
❈♦✉♥t✐♥❣ ✇✐t❤ ◗♦❙✳
✶✳✷✳ ❆❈❈❊❙❙ P❖▲■❈■❊❙ ✼
✶✳✷ ❆❝❝❡ss P♦❧✐❝✐❡s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣♦❧✐❝✐❡s ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ✇❤✐❝❤ r❡♣❧✐❝❛ ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❧✐❡♥t✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t i ✐s ♠❛❦✐♥❣ ri r❡q✉❡sts ♣❡r t✐♠❡✲✉♥✐t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡r✈❡rs ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t✿
❙✐♥❣❧❡ s❡r✈❡r ✕ ❊❛❝❤ ❝❧✐❡♥t i ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ s✐♥❣❧❡ s❡r✈❡r s❡r✈❡r(i)✱ t❤❛t ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♣r♦✲
❝❡ss✐♥❣ ❛❧❧ ✐ts r❡q✉❡sts✳
▼✉❧t✐♣❧❡ s❡r✈❡rs ✕ ❆ ❝❧✐❡♥t i ♠❛② ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ s❡✈❡r❛❧ s❡r✈❡rs ✐♥ ❛ s❡t ❙❡r✈❡rs(i)✳ ❊❛❝❤ s❡r✈❡r
s ∈ ❙❡r✈❡rs(i) ✇✐❧❧ ❤❛♥❞❧❡ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ri,s ♦❢ t❤❡ r❡q✉❡sts✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡
∑
s∈❙❡r✈❡rs(i) ri,s = ri✳
❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡ s❡r✈❡r ♣♦❧✐❝② ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♥❢♦r❝❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s✳ ❖♥❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ ❞❛t❛ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ s✐♥❣❧❡ s❡r✈❡r ♣♦❧✐❝② ♠❛② ♣r♦✈❡ ❛ ✉s❡❢✉❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❜✉t
♠❛② ❝♦♠❡ ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ r❡s♦✉r❝❡ ✉s❛❣❡✳
■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡ s❡r✈❡r str❛t❡❣② ✐s ❢✉rt❤❡r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ t❤❡ ❈❧♦s❡st ♣♦❧✐❝②✳ ❍❡r❡✱
t❤❡ s❡r✈❡r ♦❢ ❝❧✐❡♥t i ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ✜rst s❡r✈❡r ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤ t❤❛t ❣♦❡s ❢r♦♠ i
✉♣✇❛r❞s t♦ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝❧✐❡♥t i ❛♥❞ ✐ts s❡r✈❡r s❡r✈❡r(i)✳ ❚❤❡♥
❛♥② ♦t❤❡r ❝❧✐❡♥t ♥♦❞❡ i′ r❡s✐❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s✉❜tr❡❡ r♦♦t❡❞ ✐♥ s❡r✈❡r(i) ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ s❡r✈❡r ✐♥
t❤❛t s✉❜tr❡❡✳ ❚❤✐s ❢♦r❜✐❞s r❡q✉❡sts ❢r♦♠ i′ t♦ ✏tr❛✈❡rs❡✑ s❡r✈❡r(i) ❛♥❞ ❜❡ s❡r✈❡❞ ❤✐❣❤❡r ✭❝❧♦s❡r t♦
t❤❡ r♦♦t ✐♥ t❤❡ tr❡❡✮✳
❲❡ r❡❧❛① t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ t❤❡ ❯♣✇❛r❞s ♣♦❧✐❝② ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s✐♥❣❧❡ s❡r✈❡r ♣♦❧✐❝②✳ ◆♦✲
t✐❝❡ t❤❛t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❈❧♦s❡st ❛❧✇❛②s ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❯♣✇❛r❞s ✱ t❤✉s ❯♣✇❛r❞s ✐s ❛❧✇❛②s ❜❡tt❡r
t❤❛♥ ❈❧♦s❡st ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧✐❝② ✐s ❛❧✇❛②s ❜❡tt❡r
t❤❛♥ ❯♣✇❛r❞s ✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐♥❣❧❡ s❡r✈❡r r❡str✐❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ♣r♦✈✐❞❡s s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡s
✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦❧✐❝②✱ ❜✉t ♥♦♥❡ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♥❡✳ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ s❤♦✇s t❤❛t ❯♣✇❛r❞s ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❈❧♦s❡st ✱ ✇❤✐❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸ s❤♦✇s
t❤❛t ▼✉❧t✐♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❯♣✇❛r❞s ✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❢♦r ❛♥② ♣♦❧✐❝②✮ ❝❛♥
❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞⌈∑
i∈C ri
W
⌉
,
✇❤❡r❡ W ✐s t❤❡ s❡r✈❡r ❝❛♣❛❝✐t②✳
✶✳✷✳✶ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❆❝❝❡ss P♦❧✐❝② ♦♥ t❤❡ ❊①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❙♦❧✉t✐♦♥
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡
t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♥♦❞❡s✱ s1 ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❤✐❧❞ ♦❢ s2✱ t❤❡ tr❡❡ r♦♦t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✮✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡
❝❛♥ ♣r♦❝❡ss ❲ = 1 r❡q✉❡st✳
• ■❢ s1 ❤❛s ♦♥❡ ❝❧✐❡♥t ❝❤✐❧❞ ♠❛❦✐♥❣ 1 r❡q✉❡st✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤r❡❡
♣♦❧✐❝✐❡s✱ ♣❧❛❝✐♥❣ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ♦♥ s1 ♦r ♦♥ s2 ✐♥❞✐✛❡r❡♥t❧② ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✭❛✮✮✳
• ■❢ s1 ❤❛s t✇♦ ❝❧✐❡♥t ❝❤✐❧❞r❡♥✱ ❡❛❝❤ ♠❛❦✐♥❣ 1 r❡q✉❡st✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ♥♦ ♠♦r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤
❈❧♦s❡st ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❯♣✇❛r❞s ❛♥❞ ▼✉❧t✐♣❧❡ ✐❢ ✇❡ ♣❧❛❝❡ r❡♣❧✐❝❛s
♦♥ ❜♦t❤ ♥♦❞❡s✳ ❊❛❝❤ s❡r✈❡r ✇✐❧❧ ♣r♦❝❡ss t❤❡ r❡q✉❡st ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✭❜✮✮✳
✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ P❘❖❇▲❊▼ ❉❊❋■◆■❚■❖◆
s2
s1✭❛✮
1
s2
s1✭❜✮
1 1
✭❝✮
s2
s1
2
W = 1
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❆❝❝❡ss ♣♦❧✐❝✐❡s✳
• ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ s1 ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❧✐❡♥t ❝❤✐❧❞ ♠❛❦✐♥❣ 2 r❡q✉❡sts✱ ♦♥❧② ▼✉❧t✐♣❧❡ ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✐♥❝❡
✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss ♦♥❡ r❡q✉❡st ♦♥ s1 ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥ s2✱ t❤✉s r❡q✉❡st✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❡r✈❡rs
✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✭❝✮✮✳
❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❚❤❡ ❯♣✇❛r❞s ♣♦❧✐❝② ❛❧❧♦✇s t♦
✜♥❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❈❧♦s❡st ♣♦❧✐❝② ❞♦❡s ♥♦t✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s tr✉❡ ❢♦r▼✉❧t✐♣❧❡ ✈❡rs✉s
❯♣✇❛r❞s ✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s✳
✶✳✷✳✷ ❯♣✇❛r❞s ✈❡rs✉s ❈❧♦s❡st
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢
t❤❡ ❯♣✇❛r❞s ♣♦❧✐❝② ✐s ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❈❧♦s❡st ♣♦❧✐❝②✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr❡❡
♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ 2n+2 ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡s✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤❲j = W = n✱ ❛♥❞ 2n+1
❝❧✐❡♥ts✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ri = r = 1✳
s2n+2
s2n+1
s1
1 1
s2n
1
W = n
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❯♣✇❛r❞s ✈❡rs✉s ❈❧♦s❡st
❲✐t❤ t❤❡ ❯♣✇❛r❞s ♣♦❧✐❝②✱ ✇❡ ♣❧❛❝❡ t❤r❡❡ r❡♣❧✐❝❛s ✐♥ s2n✱ s2n+1 ❛♥❞ s2n+2✳ ❆❧❧ r❡q✉❡sts ❝❛♥
❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ t❤r❡❡ r❡♣❧✐❝❛s✳
❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❈❧♦s❡st ♣♦❧✐❝②✱ ✜rst ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣❧❛❝❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ✐♥ s2n+2 t♦ ❝♦✈❡r ✐ts
❝❧✐❡♥t✳ ❚❤❡♥✱
• ❊✐t❤❡r ✇❡ ♣❧❛❝❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ♦♥ s2n+1✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤✐s r❡♣❧✐❝❛ ✐s ❤❛♥❞❧✐♥❣ n r❡q✉❡sts✱ ❜✉t
t❤❡r❡ r❡♠❛✐♥ n ♦t❤❡r r❡q✉❡sts ❢r♦♠ t❤❡ 2n ❝❧✐❡♥ts ✐♥ ✐ts s✉❜tr❡❡ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞
❜② s2n+2✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ n r❡♣❧✐❝❛s ❜❡t✇❡❡♥ s1..s2n✳
✶✳✷✳ ❆❈❈❊❙❙ P❖▲■❈■❊❙ ✾
• ❖t❤❡r✇✐s❡✱ n−1 r❡q✉❡sts ♦❢ t❤❡ 2n ❝❧✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ s✉❜tr❡❡ ♦❢ s2n+1 ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② s2n+2
✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✐ts ♦✇♥ ❝❧✐❡♥t✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ n+ 1 ❡①tr❛ r❡♣❧✐❝❛s ❛♠♦♥❣ s1, s2, . . . , s2n✳
■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❛r❡ ♣❧❛❝✐♥❣ n + 2 r❡♣❧✐❝❛s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ 3 r❡♣❧✐❝❛s ♥❡❡❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❯♣✲
✇❛r❞s ♣♦❧✐❝②✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t ❯♣✇❛r❞s ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❈❧♦s❡st ♦♥ s♦♠❡ ❘❡♣❧✐❝❛
❈♦✉♥t✐♥❣ ✐♥st❛♥❝❡s✳
✶✳✷✳✸ ▼✉❧t✐♣❧❡ ✈❡rs✉s ❯♣✇❛r❞s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ ✐s
❛r❜✐tr❛r✐❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❯♣✇❛r❞s ✳
A
4n 2n− 1 2n n + 1 2 2 2
1 2 nB C
W = 4n
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ▼✉❧t✐♣❧❡ ✈❡rs✉s ❯♣✇❛r❞s ✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✸✱ ✇✐t❤ 3 + n ♥♦❞❡s ♦❢
❝❛♣❛❝✐t② ❲ = 4n✳ ❚❤❡ r♦♦t A ❤❛s n + 2 ❝❤✐❧❞r❡♥ ♥♦❞❡s B,C ❛♥❞ 1, ..., n✳ ◆♦❞❡ B ❤❛s t✇♦
❝❧✐❡♥t ❝❤✐❧❞r❡♥✱ ♦♥❡ ✇✐t❤ 4n r❡q✉❡sts ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✇✐t❤ 2n− 1 r❡q✉❡sts✳ ◆♦❞❡ C ❤❛s t✇♦ ❝❧✐❡♥t
❝❤✐❧❞r❡♥✱ ♦♥❡ ✇✐t❤ 2n r❡q✉❡sts ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✇✐t❤ 2n + 1 r❡q✉❡sts✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ♥✉♠❜❡r❡❞ i ❤❛s
❛ ✉♥✐q✉❡ ❝❤✐❧❞✱ ❛ ❝❧✐❡♥t ✇✐t❤ 2 r❡q✉❡sts✳
❚❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧✐❝② ❛ss✐❣♥s 3 r❡♣❧✐❝❛s t♦ A,B ❛♥❞ C✳ B ❤❛♥❞❧❡s t❤❡ 4n r❡q✉❡sts ♦❢ ✐ts ✜rst
❝❧✐❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❧✐❡♥t ✐s s❡r✈❡❞ ❜② A✳ C ❤❛♥❞❧❡s 2n r❡q✉❡sts ❢r♦♠ ❜♦t❤ ♦❢ ✐ts ❝❧✐❡♥ts✱
❛♥❞ t❤❡ 1 r❡♠❛✐♥✐♥❣ r❡q✉❡st ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② A✳ ❙❡r✈❡r A t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡ss❡s (2n− 1) + 1 = 2n
r❡q✉❡sts ❝♦♠✐♥❣ ✉♣ ❢r♦♠ B ❛♥❞ C✳ ❘❡q✉❡sts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ n r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥♦❞❡s s✉♠ ✉♣ t♦ 2n✱
t❤✉s A ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡ss ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✳
❋♦r t❤❡ ❯♣✇❛r❞s ♣♦❧✐❝②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛ss✐❣♥ r❡♣❧✐❝❛s ❡✈❡r②✇❤❡r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤ t❤✐s ♣♦❧✐❝②✱ C
❝❛♥♥♦t ❤❛♥❞❧❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ 2n+ 1 r❡q✉❡sts s✐♥❝❡ ✐t ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡ss r❡q✉❡sts ❢r♦♠ ❜♦t❤ ♦❢ ✐ts
❝❤✐❧❞r❡♥✱ ❛♥❞ t❤✉s A ❤❛s (2n − 1) + 2n r❡q✉❡sts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ B ❛♥❞ C✳ ■t ❝❛♥♥♦t ❤❛♥❞❧❡ ❛♥②
♦❢ t❤❡ 2n r❡♠❛✐♥✐♥❣ r❡q✉❡sts✱ ❛♥❞ t❤✉s ❡❛❝❤ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥♦❞❡ ♠✉st ♣r♦❝❡ss r❡q✉❡sts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠
✐ts ♦✇♥ ❝❧✐❡♥t✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ n+ 3 r❡♣❧✐❝❛s✳
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢❛❝t♦r ✐s t❤✉s n+33 ✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❜✐❣ ✇❤❡♥ n ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡✳
✶✳✷✳✹ ▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠
❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❢♦r ❛♥② ♣♦❧✐❝②✮
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞
⌈P
i∈C ri
W
⌉
✱ ✇❤❡r❡W ✐s t❤❡ s❡r✈❡r ❝❛♣❛❝✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱
✶✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ P❘❖❇▲❊▼ ❉❊❋■◆■❚■❖◆
t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ t♦t❛❧ r❡q✉❡st ❧♦❛❞ ✐s s❤❛r❡❞ ❛s ❡✈❡♥❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♠♦♥❣
t❤❡ r❡♣❧✐❝❛s✳
W/n W/n W
sn
r
s1
❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢♦r ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦st ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧②
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✱ ✇✐t❤ n+ 1 ♥♦❞❡s ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ❲j = W ✳ ❚❤❡
r♦♦t r ❤❛s n+1 ❝❤✐❧❞r❡♥✱ n ♥♦❞❡s ❧❛❜❡❧❡❞ s1 t♦ sn✱ ❛♥❞ ❛ ❝❧✐❡♥t ✇✐t❤ ri = W ✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ sj ❤❛s
❛ ✉♥✐q✉❡ ❝❤✐❧❞✱ ❛ ❝❧✐❡♥t ✇✐t❤ ri = W/n ✭❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t W ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡
❜② n✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s
⌈P
i∈C ri
W
⌉
= 2WW = 2✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ❈❧♦s❡st ✱
❯♣✇❛r❞s ❛♥❞ ▼✉❧t✐♣❧❡ ✇✐❧❧ ❛ss✐❣♥ ❛ r❡♣❧✐❝❛ t♦ t❤❡ r♦♦t t♦ ❝♦✈❡r ✐ts ❝❧✐❡♥t✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ♥❡❡❞ n
❡①tr❛ r❡♣❧✐❝❛s✱ ♦♥❡ ♣❡r ❝❧✐❡♥t ♦❢ sj ✱ 1 ≤ j ≤ n✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ✐s t❤✉s n + 1 r❡♣❧✐❝❛s✱ ❛r❜✐tr❛r✐❧②
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳
❆❧❧ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✶✳✷✳✶ t♦ ✶✳✷✳✹ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥s✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ✐ts s✐♠♣❧❡st ✈❛r✐❛♥ts ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦st ❛♥❞
❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣✳
✶✳✸ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦
❊❛r❧② ✇♦r❦ ♦♥ r❡♣❧✐❝❛ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜② ❲♦❧❢s♦♥ ❛♥❞ ▼✐❧♦ ❬✼✻❪ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✇r✐t❡
❝♦st ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✉♣❞❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛s✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡② ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ r❡♣❧✐❝❛ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❣r❛♣❤ ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✱
❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t st♦r❛❣❡ ❝♦sts✳ ❚❤✉s t❤❡② ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱
❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❡❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡② ❣✐✈❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❢✉❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛s❡
❛♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♥♦ ◗♦❙ ❛♥❞ ♥♦ s❡r✈❡r ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❚❤❡✐r ✇♦r❦ ✉s❡s t❤❡ ❝❧♦s❡st s❡r✈❡r
❛❝❝❡ss ♣♦❧✐❝② ✭s✐♥❣❧❡ s❡r✈❡r✮ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ❞❛t❛✳
❯s✐♥❣ t❤✐s ❈❧♦s❡st ♣♦❧✐❝②✱ ❈✐❞♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✷❪ st✉❞✐❡❞ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡
♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ♥♦ ✉♣❞❛t❡ ❝♦st✱ ❜✉t ✐♥t❡❣r❛t❡s ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❝♦st✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s✉❜st✐t✉t❡ ❢♦r ◗♦❙✳ ❚❤✉s✱
t❤❡② ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts r❛t❤❡r t❤❛♥ ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥
◗♦❙ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t✳ ❚❤❡② t❛r❣❡t ❢✉❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s❡r✈❡r ❝❛♣❛❝✐t②
❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❜② ▲✐✉ ❡t
❛❧✳ ❬✹✻❪✱ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ◗♦❙ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ r❛♥❣❡ ❧✐♠✐t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤✐s ❧❛tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ s❡r✈❡rs ❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳
❈✐❞♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✷❪ ❛♥❞ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✹✻❪ ❜♦t❤ ✉s❡ t❤❡ ❈❧♦s❡st ❛❝❝❡ss ♣♦❧✐❝②✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤
❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❦s ✐s s❤♦✇♥ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❜② ❑❛❧♣❛❦✐s ❡t ❛❧✳ ❬✸✾❪✳ ■♥❞❡❡❞ ✐♥ ❬✸✾❪✱ r❡q✉❡sts ❝❛♥ ❜❡
✶✳✸✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑ ✶✶
s❡r✈❡❞ ❜② ❛♥② ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ tr❡❡✱ ♥♦t ❥✉st t❤❡ ♥♦❞❡s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧✐❡♥t t♦ t❤❡
r♦♦t✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s❡r✈❡rs ♦❢ ✜①❡❞
❝❛♣❛❝✐t②✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st ♥♦r ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❞✐r❡❝t❧② r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❜✐♥ ♣❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳
❑❛❧♣❛❦✐s ❡t ❛❧✳ ❬✸✾❪ s❤♦✇ t❤❛t ❛ s♣❡❝✐❛❧ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ ♥♦ s❡r✈❡r ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t r❡❛❞✱ ✇r✐t❡
❛♥❞ st♦r❛❣❡ ❝♦sts✳ ■♥ t❤❡✐r ✇♦r❦✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ ✇r✐t❡s✱ ❛s
✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✼✻❪✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡ ✉s❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ❙t❡✐♥❡r tr❡❡✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉rt❤❡r ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ✇r✐t❡ str❛t❡❣② ❬✹✵❪✳
❆❧❧ ♣❛♣❡rs ❧✐st❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❈❧♦s❡st ❛❝❝❡ss ♣♦❧✐❝②✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② st❛t❡❞✱ ♠♦st ♣r♦❜❧❡♠s
❛r❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r s♦♠❡ ✈❡r② s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❑❛r❧ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✹✷✱ ✹✶❪ ❝♦♠♣❛r❡
❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡② ❞♦ ♥♦t
t❛❦❡ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✷✷❪✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st ✐♥t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❚❛♥❣ ❛♥❞ ❳✉ ❬✻✽❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛✉t❤♦rs t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛❝t✉❛❧ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ◗♦❙ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❛❝❝❡ss ♣♦❧✐❝✐❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋✐rst✱ ❛ r❡♣❧✐❝❛✲❛✇❛r❡ ♣♦❧✐❝② ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧
❣r❛♣❤ ✐s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛s ❛r❡ ✭r❡♣❧✐❝❛✲
❜❧✐♥❞ ♣♦❧✐❝②✮✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ ❛ tr❡❡ ✭✜①❡❞ r♦✉t✐♥❣ s❝❤❡♠❡✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❧♦s❡st ♣♦❧✐❝②✱
❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛❣❛✐♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳
❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝❝❡ss ♣♦❧✐❝✐❡s✱
❡✐t❤❡r ♦♥ tr❡❡ ♥❡t✇♦r❦s ♦r ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❣r❛♣❤s✳ ▼♦st ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ✐♠♣♦s❡ t❤❡ ❈❧♦s❡st ♣♦❧✐❝②✳
❚❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧✐❝② ✐s ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ❘♦❞♦❧❛❦✐s ❡t ❛❧✳ ❬✺✽❪ ❜✉t ✐♥ ❛ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①t✳ ■♥
❢❛❝t✱ t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r ❣❡♥❡r❛❧ ❣r❛♣❤s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ tr❡❡s✱ s♦ t❤❡② ❢❛❝❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
✜♥❞✐♥❣ ❣♦♦❞ r♦✉t✐♥❣ ♣❛t❤s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡② ❛ss✉♠❡ ❛♥ ✉♥❧✐♠✐t❡❞ ❝❛♣❛❝✐t② ❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡②
❝❛♥ ❛❞❞ ♥✉♠❡r♦✉s s❡r✈❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥♦❞❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡ s♦♠❡ ◗♦❙
❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡✐r ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r♦✉♥❞ tr✐♣ t✐♠❡ ✭✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✮ r❡q✉✐r❡❞
t♦ s❡r✈❡ t❤❡ ❝❧✐❡♥t r❡q✉❡sts✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥t❡①t✱ t❤✐s ✭✈❡r② ♣❛rt✐❝✉❧❛r✮ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡
♣r♦❜❧❡♠ ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ◆P✲❤❛r❞✳
✶✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ P❘❖❇▲❊▼ ❉❊❋■◆■❚■❖◆
❈❤❛♣t❡r ✷
❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t ❙tr❛t❡❣✐❡s
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦♥♦✲❝r✐t❡r✐♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡
✇❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s❡r✈❡r ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✳
❖♥❡ ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s❡r✈❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ❜♦t❤
❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
r❡s✉❧ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s❡✈❡r❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡
❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝❝❡ss ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
t❤r♦✉❣❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳
✷✳✶ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❘❡s✉❧ts
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♣♦❧✐❝② ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❤♦✲
♠♦❣❡♥❡♦✉s ✈❡rs✉s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s s❡r✈❡rs✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ tr❡❡ T = C ∪ N ✳ ❊❛❝❤ ❝❧✐❡♥t i ∈ C
❤❛s ri r❡q✉❡sts❀ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ j ∈ N ❤❛s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ❲j ❛♥❞ st♦r❛❣❡ ❝♦st s❝j = Wj ✳ ❚❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♠❡s ✐♥ t✇♦ ✢❛✈♦rs✱ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥♦❞❡s
✭❲j = ❲ ❢♦r ❛❧❧ j ∈ N ✮✱ ♦r t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦st ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥♦❞❡s ✭s❡r✈❡rs ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✴❝♦sts✮✳
■♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ s❡r✈❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ s❡r✈❡r s❡r✈❡r(i) ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t
i ∈ C✳ R ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ r❡♣❧✐❝❛✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s❡r✈❡rs ❝❤♦s❡♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ N ✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥str❛✐♥t
✐s t❤❛t s❡r✈❡r ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①❝❡❡❞❡❞✿ t❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦
∑
i∈C,s❡r✈❡r(i)=j
ri ≤Wj ❢♦r ❛❧❧ j ∈ N .
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ✈❛❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ st♦r❛❣❡ ❝♦st
∑
j∈RWj ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇✐t❤
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥♦❞❡s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❞✉❝❡s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡r✈❡rs✱ ✐✳❡✳✱ t♦ t❤❡
❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡
s❡r✈❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❈❧♦s❡st ❛♥❞ t❤❡ ❯♣✇❛r❞s str❛t❡❣✐❡s✳
■♥ t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❡r✈❡rs ♣❡r ❝❧✐❡♥t✱ ❢♦r ❛♥② ❝❧✐❡♥t i ∈ C ❛♥❞ ❛♥② ♥♦❞❡
j ∈ N ✱ ri,j ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts ❢r♦♠ i t❤❛t ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② j ✭ri,j = 0 ✐❢ j /∈ R✱ ❛♥❞∑
j∈N ri,j = ri ❢♦r ❛❧❧ i ∈ C✮✳ ❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ♥♦✇ ✇r✐t❡s∑
i∈C
ri,j ≤Wj ❢♦r ❛❧❧ j ∈ R,
✶✸
✶✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❘❊P▲■❈❆ P▲❆❈❊▼❊◆❚ ❙❚❘❆❚❊●■❊❙
❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
✭❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣✮ ✭❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦st✮
❈❧♦s❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❬✷✷✱ ✹✻❪ ◆P✲❤❛r❞
❯♣✇❛r❞s ◆P✲❤❛r❞ ◆P✲❤❛r❞
▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ◆P✲❤❛r❞
❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ s❡r✈❡r ✈❡rs✐♦♥✳
❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❡❛s② t♦ ❢♦r✲
♠✉❧❛t❡✿ ❣✐✈❡♥ ❛ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡r✈❡rs ✭❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✈❡rs✐♦♥✮ ♦r ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ st♦r❛❣❡
❝♦st ✭❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✈❡rs✐♦♥✮✱ ✐s t❤❡r❡ ❛ ✈❛❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ♠❡❡ts t❤❡ ❜♦✉♥❞❄
❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡❯♣✇❛r❞s✴❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❝❛s❡ ❝♦♠❡s ❛s ❛ s✉r♣r✐s❡✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❦♥♦✇♥ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❡r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ✉s✲
✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❈❧♦s❡st✴❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✈❛r✐❛♥t r❡♠❛✐♥s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ❬✷✷❪ ♦r ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts ❬✹✻❪✱ ❈❢✳ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❲❡
♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡❧❡❣❛♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡✴❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
♣r♦❜❧❡♠✳
Pr❡✈✐♦✉s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss r❡s✉❧ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❣❡♥❡r❛❧ ❣r❛♣❤s r❛t❤❡r t❤❛♥ tr❡❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t♦r✐❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ❡①tr❛❝t ❛ ❣♦♦❞ r❡♣❧✐❝❛ tr❡❡ ♦✉t ♦❢ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✳ ❍❡r❡ t❤❡ tr❡❡ ✐s ✜①❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡♠❛✐♥s ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧
❞✉❡ t♦ r❡s♦✉r❝❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳
✷✳✶✳✶ ❲✐t❤ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ◆♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❈❧♦s❡st ❙tr❛t❡❣②
❈✐❞♦♥ ❛t ❛❧✳ ❬✷✷❪ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❧♦s❡st str❛t❡❣② ♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
♥♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤
❡✈❡♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛❞❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
✷✳✶✳✷ ❲✐t❤ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ◆♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❙tr❛t❡❣②
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ str❛t❡❣② ❝❛♥
❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳
Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♦✉t❧✐♥❡ ❜❡❧♦✇ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✐s
q✉✐t❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧✱ s♦ t❤❡ r❡❛❞❡r ♠❛② ✇❛♥t t♦ s❦✐♣ ✐t ❛t ✜rst r❡❛❞✐♥❣✳ 
❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ❙❡r✈❡rs
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▲❡t ❲ ❜❡ t❤❡ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts t❤❛t ❛ s❡r✈❡r ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡✳
❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ✐♥ t❤r❡❡ ♣❛ss❡s✿ ✜rst ✇❡ s❡❧❡❝t t❤❡ ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛
❤❛♥❞❧✐♥❣ ❡①❛❝t❧② ❲ r❡q✉❡sts✳ ❚❤❡♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛ss ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s❡❧❡❝t s♦♠❡ ❡①tr❛ s❡r✈❡rs ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ r❡q✉❡sts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡r✈❡r ❤♦✇ ♠❛♥② r❡q✉❡sts
♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t ✐t ✐s ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ i ❦♥♦✇s ✐ts ♣❛r❡♥t ♣❛r❡♥t(i) ❛♥❞ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ❝❤✐❧❞r❡♥(i) ✐♥ t❤❡
tr❡❡✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♠✐♥❣ ✉♣ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ✭r❡q✉❡sts ✇❤✐❝❤ ❛r❡
✷✳✶✳ ❈❖▼P▲❊❳■❚❨ ❘❊❙❯▲❚❙ ✶✺
♥♦t ❛❧r❡❛❞② ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❜② ❛ s❡r✈❡r✮✳ ■t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ✢♦✇i ❢♦r t❤❡ ✢♦✇ ❜❡t✇❡❡♥ i ❛♥❞ ♣❛r❡♥t(i)✳
■♥✐t✐❛❧❧②✱ ∀i ∈ C ✢♦✇i = ri ❛♥❞ ∀i ∈ N ✢♦✇i = −1✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s ✐s ❡♠♣t② ✐♥ t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣✿ repl = ∅✳
P❛ss ✶✕ ❲❡ ❣r❡❡❞✐❧② s❡❧❡❝t ✐♥ t❤✐s st❡♣ s♦♠❡ ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♣r♦❝❡ss ❲ r❡q✉❡sts ❛♥❞ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❛s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❲❡ ♣❧❛❝❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ♦♥ s✉❝❤ ♥♦❞❡s ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮✳
Pr♦❝❡❞✉r❡ ♣❛ss✶ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✇✐t❤ r ✭r♦♦t ♦❢ t❤❡ tr❡❡✮ ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛♥❞ ✐t ❣♦❡s ❞♦✇♥ t❤❡
tr❡❡ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✢♦✇s✳ ❲❤❡♥ ❛ ✢♦✇ ❡①❝❡❡❞s ❲✱ ✇❡ ♣❧❛❝❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛
s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡r✈❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉❧❧② ✉s❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ r❡q✉❡sts
❢r♦♠ t❤❡ ✢♦✇ ❣♦✐♥❣ ✉♣✇❛r❞s✳
❆t t❤❡ ❡♥❞✱ ✐❢ flowr = 0 ♦r ✭flowr ≤ ❲ ❛♥❞ r /∈ repl✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ s✐♥❝❡
❛❧❧ r❡♣❧✐❝❛s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❧❛❝❡❞ ❛r❡ ❢✉❧❧② ✉s❡❞ ❛♥❞ ❛❧❧ r❡q✉❡sts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣
❛ r❡♣❧✐❝❛ ✐♥ r ✐❢ flowr 6= 0✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ s❦✐♣ ♣❛ss ✷ ❛♥❞ ❣♦ ❞✐r❡❝t❧② t♦ ♣❛ss ✸✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ s♦♠❡ ❡①tr❛ r❡♣❧✐❝❛s s✐♥❝❡ s♦♠❡ r❡q✉❡sts ❛r❡ ♥♦t s❛t✐s✜❡❞ ②❡t✱ ❛♥❞ t❤❡
r♦♦t ❝❛♥♥♦t s❛t✐s❢② ❛❧❧ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ r❡q✉❡sts✳ ❚♦ ♣❧❛❝❡ t❤❡s❡ ❡①tr❛ r❡♣❧✐❝❛s✱ ✇❡ ❣♦ t❤r♦✉❣❤
♣❛ss ✷✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ Pr♦❝❡❞✉r❡ ♣❛ss✶
♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣❛ss✶ ✭♥♦❞❡ s ∈ N ✮
❜❡❣✐♥
flows = 0❀
❢♦r i ∈ ❝❤✐❧❞r❡♥(s) ❞♦
✐❢ flowi == −1 t❤❡♥ ♣❛ss✶(i)❀ ✴✴ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❝❛❧❧✳
flows = flows + flowi❀
❡♥❞
✐❢ flows ≥ ❲ t❤❡♥ flows = flows −❲; repl = {s} ∪ repl❀
❡♥❞
P❛ss ✷✕ ■♥ t❤✐s ♣❛ss✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♥♦❞❡s ✇❤❡r❡ t♦ ❛❞❞ r❡♣❧✐❝❛s✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡
❛r❡ t♦♦ ♠❛♥② r❡q✉❡sts ❣♦✐♥❣ ✉♣ t♦ t❤❡ r♦♦t✱ ✇❡ s❡❧❡❝t t❤❡ ♥♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣r♦❝❡ss t❤❡
❤✐❣❤❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts✱ ❛♥❞ ✇❡ ♣❧❛❝❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛ t❤❡r❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts t❤❛t ❛
♥♦❞❡ j ∈ N ❝❛♥ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇s ❜❡t✇❡❡♥ j ❛♥❞ t❤❡ r♦♦t r✱
❞❡♥♦t❡❞ uflowj ✭❢♦r ✉s❡❢✉❧ ✢♦✇✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ s♦♠❡ r❡q✉❡sts ♠❛② ❤❛✈❡ ♥♦ s❡r✈❡r ②❡t✱ ❜✉t t❤❡②
♠✐❣❤t ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ❛ s❡r✈❡r ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ j ❛♥❞ r✱ ✇❤❡r❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ❤❛s ❜❡❡♥
♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ♣❛ss ✶✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❞❡t❛✐❧s t❤✐s ♣❛ss✳
■❢ ✇❡ ❡①✐t t❤✐s ♣❛ss ✇✐t❤ finish = −1✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦ ♣❧❛❝❡ r❡♣❧✐❝❛s ♦♥
❛❧❧ ♥♦❞❡s✱ ❜✉t t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ s♦♠❡ r❡q✉❡sts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t
♣r♦❝❡ss❡❞ ❣♦✐♥❣ ✉♣ t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡ ❤❛❞ ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ s✉❝❝❡❡❞ t♦ ♣❧❛❝❡ r❡♣❧✐❝❛s s✉❝❤ t❤❛t flowr = 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s❡t ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s
✇❤✐❝❤ s✉❝❝❡❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss ❛❧❧ r❡q✉❡sts✳ ❲❡ t❤❡♥ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ ♣❛ss ✸ t♦ ❛ss✐❣♥ r❡q✉❡sts t♦
s❡r✈❡rs✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❤♦✇ ♠❛♥② r❡q✉❡sts ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ❡❛❝❤
s❡r✈❡r✳
P❛ss ✸✕ ❚❤✐s ♣❛ss ✐s ✐♥ ❢❛❝t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ t❤❡
r❡q✉❡sts t♦ t❤❡ s❡r✈❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✉♥t✐❧ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ❲❡ ❞❡❝✐❞❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
t♦ ❛✛❡❝t r❡q✉❡sts ❢r♦♠ ❝❧✐❡♥ts st❛rt✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❡❢t✳ Pr♦❝❡❞✉r❡ ♣❛ss✸ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✇✐t❤ r ✭r♦♦t
✶✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❘❊P▲■❈❆ P▲❆❈❊▼❊◆❚ ❙❚❘❆❚❊●■❊❙
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ P❛ss ✷
✇❤✐❧❡ flowr 6= 0 ❞♦
freenode = N \ repl❀
✐❢ freenode == ∅ t❤❡♥ finish = −1; ❡①✐t t❤❡ ❧♦♦♣❀
✴✴ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣✱ ❛ss✐❣♥ ✶ r❡♣❧✐❝❛ ❛♥❞ r❡✲❝♦♠♣✉t❡ ✢♦✇s✳
child = ❝❤✐❧❞r❡♥(r);uflowr = flowr❀
✇❤✐❧❡ child! = ∅ ❞♦
r❡♠♦✈❡ j ❢r♦♠ child❀
uflowj = min(flowj , uflow♣❛r❡♥t(j))❀
child = child ∪ ❝❤✐❧❞r❡♥(j)❀
❡♥❞
✴✴ ❚❤❡ ✉s❡❢✉❧ ✢♦✇s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ s❡❧❡❝t t❤❡ ♠❛①✳
♠❛①✉✢♦✇❂✵❀
❢♦r j ∈ freenode ❞♦
✐❢ uflowj > maxuflow t❤❡♥ maxuflow = uflowj ; maxnode = j❀
❡♥❞
✐❢ maxuflow 6= 0 t❤❡♥
repl = repl ∪ {maxnode}❀
✴✴ ❯♣❞❛t❡ t❤❡ ✢♦✇s ✉♣✇❛r❞s✳
❢♦r j ∈ ❆♥❝❡st♦rs(maxnode) ∪ {maxnode} ❞♦ flowj = flowj −maxuflow❀
❡♥❞
❡❧s❡ finish = −1; ❡①✐t t❤❡ ❧♦♦♣❀
❡♥❞
♦❢ t❤❡ tr❡❡✮ ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛♥❞ ✐t ❣♦❡s ❞♦✇♥ t❤❡ tr❡❡ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ✭❈❢✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✮✳ ❋♦r
i ∈ C✱ r′i ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts ♦❢ i ♥♦t ②❡t ❛✛❡❝t❡❞ t♦ ❛ s❡r✈❡r ✭✐♥✐t✐❛❧❧② r
′
i = ri✮✳ ws,i
✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts ♦❢ ❝❧✐❡♥t i ❛✛❡❝t❡❞ t♦ s❡r✈❡r s ∈ N ✱ ❛♥❞ ws ≤ ❲ ✐s t❤❡ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts ❛✛❡❝t❡❞ t♦ s✳ C(s) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts ✐♥ s✉❜tr❡❡(s) ✇❤✐❝❤ st✐❧❧ ❤❛✈❡
s♦♠❡ r❡q✉❡sts ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ C(i) = {i} ❢♦r i ∈ C✱ ❛♥❞ C(s) = ∅ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
◆♦t❡ t❤❛t ❛ s❡r✈❡r ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❲ r❡q✉❡sts ✐♥ ♣❛ss ✶ ♠❛② ❡♥❞ ✉♣ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢❡✇❡r
r❡q✉❡sts ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ❤❛s ❡❛r♥❡❞ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ✐♥ ♣❛ss ✷✳ ❇✉t t❤✐s ❞♦❡s
♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❦❡❡♣ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜✉✐❧t ❜② t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛♥❞ ❛♥② ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤✉s ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡
✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ st❡♣ ❜② st❡♣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❊①❛♠♣❧❡
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✭❛✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❡ ♣❧❛❝✐♥❣ r❡♣❧✐❝❛s ✇✐t❤ t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡
str❛t❡❣②✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s t❤✉s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✇❡ ✜① ❲ = 10✳
P❛ss ✶ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s q✉✐t❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ✉♥r♦❧❧✱ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✭❜✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡
✢♦✇ ♦♥ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦ ❛♥❞ t❤❡ s❛t✉r❛t❡❞ r❡♣❧✐❝❛s ❛r❡ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ♥♦❞❡s✳
❉✉r✐♥❣ ♣❛ss ✷✱ ✇❡ s❡❧❡❝t t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✉s❡❢✉❧ ✢♦✇✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✭❝✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡s❡
✉s❡❢✉❧ ✢♦✇s❀ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ♥♦❞❡ n4 ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✉s❡❢✉❧ ✢♦✇ ✭7✮✱ s♦ ✇❡ ❛ss✐❣♥ ✐t ❛
r❡♣❧✐❝❛ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ✢♦✇s✳ ❆❧❧ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ✢♦✇s ❛r❡ t❤❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ❞♦✇♥ t♦ 1 s✐♥❝❡ t❤❡r❡
✐s ♦♥❧② 1 r❡q✉❡st ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r♦♦t n1✳ ❚❤❡ ✜rst ♥♦❞❡ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✉s❡❢✉❧ ✢♦✇ 1 t♦ ❜❡
✷✳✶✳ ❈❖▼P▲❊❳■❚❨ ❘❊❙❯▲❚❙ ✶✼
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✿ Pr♦❝❡❞✉r❡ ♣❛ss✸
♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣❛ss✸ ✭♥♦❞❡ s ∈ N ✮
❜❡❣✐♥
ws = 0❀
❢♦r i ∈ ❝❤✐❧❞r❡♥(s) ❞♦
✐❢ C(i) = ∅ t❤❡♥ ♣❛ss✸(i)❀ ✴✴ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❝❛❧❧✳
C(s) = C(s) ∪ C(i)❀
❡♥❞
✐❢ s ∈ repl t❤❡♥
❢♦r i ∈ C(s) ❞♦
✐❢ r′(i) ≤ ❲− ws t❤❡♥ C(s) = C(s) \ {i}; ws,i = r
′
i❀ ws = ws + r
′
i; r
′
i = 0❀
❡♥❞
✐❢ C(s) 6= ∅ t❤❡♥ ▲❡t i ∈ C(s); x = ❲− ws; r
′
i = r
′
i − x; ws,i = x; ws = ❲❀
❡♥❞
❡♥❞
s❡❧❡❝t❡❞ ✐s n2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡t t♦ ❜❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ♦❢ ♣❛ss ✷✳ ❚❤❡ ✢♦✇ ❛t t❤❡ r♦♦t ✐s t❤❡♥ 0 ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡
❡♥❞ ♦❢ ♣❛ss ✷✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♣❛ss ✸ ❛✛❡❝ts t❤❡ s❡r✈❡rs t♦ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡s ✇❤✐❝❤ r❡q✉❡sts ❛r❡ s❡r✈❡❞ ❜② ✇❤✐❝❤
r❡♣❧✐❝❛ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✭❞✮✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ✇✐t❤ 12 r❡q✉❡sts s❤❛r❡s ✐ts r❡q✉❡sts ❜❡t✇❡❡♥ n10
✭10 r❡q✉❡sts✮ ❛♥❞ n2 ✭2 r❡q✉❡sts✮✳ ❘❡q✉❡sts ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✉♣ t♦ t❤❡
t♦♣✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r♦♦t n1✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ✇❛s ❛ s❛t✉r❛t❡❞ r❡♣❧✐❝❛ ♦❢ ♣❛ss ✶✱ ❤❛s ♦♥❧② 5 r❡q✉❡sts
t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞✳
Pr♦♦❢ ♦❢ ❖♣t✐♠❛❧✐t②
▲❡t Ropt ❜❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❝♦♥s✐sts
✐♥ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ Rcan✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥
s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤✐s ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐t ✐s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧
s♦❧✉t✐♦♥✳
❊❛❝❤ s❡r✈❡r s ∈ Ropt ✐s s❡r✈✐♥❣ ws,i r❡q✉❡sts ♦❢ ❝❧✐❡♥t i ∈ s✉❜tr❡❡(s) ∩ C✱ ❛♥❞
ws =
∑
i∈s✉❜tr❡❡(s)∩C
ws,i ≤W.
❋♦r ❡❛❝❤ i ∈ C✱ ws,i = 0 ✐❢ s ∈ N ✐s ♥♦t ❛ r❡♣❧✐❝❛✱ ❛♥❞✱
∑
s∈Ancests(i)ws,i = ri✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ♥♦❞❡ k✱ ✢♦✇k✱ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ♥♦❞❡ ✉♣
t♦ ✐ts ♣❛r❡♥ts✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r i ∈ C✱ flowi = ri✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❛ ♥♦❞❡ s ∈ N ✱
flows =
∑
i∈❝❤✐❧❞r❡♥(s)
flowi − ws.
❚❤❡ t♦t❛❧ ✢♦✇ ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ tr❡❡✱ tflow✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ✇❡ ❞♦
♥♦t r❡♠♦✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✢♦✇ t❤❡ r❡q✉❡sts ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ❛ r❡♣❧✐❝❛✱ ✐✳❡✳✱ tflows =
∑
i∈❝❤✐❧❞r❡♥(s) tflowi✳
❲❡ t❤✉s ❤❛✈❡
tflows =
∑
i∈s✉❜tr❡❡(s)∩C
ri.
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✭❛✮ ■♥✐t✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦
n1
n2 n3 n4
2
2
n5
n6
n7 n8
n9
n10 n11
12
1
1
9
7
W = 10 n1
n2 n3 n4
2
2
n5
n6
n7 n8
n9
n10 n11
12
1
1
9
7 7
2 2
24
6
2 12
1
1
7 7
4
1
✭❜✮ P❛ss ✶
3
7
4
8
4
37 3
3
4
2
2
12
1
1
9
7 7 3
4
n1
n2 n3 n4
2
2
n5
n6
n7 n8
n9
n10 n11
12
1
1
9
7 7
2 2
24
2
✭❝✮ P❛ss ✷
3
✭❞✮ P❛ss ✸
2
2
10
2
1
1
1
4
3
7 3
4
8
92
6
1
1
1
1
1
1
1 4 3
333
4
4
8
7
2
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ str❛t❡❣②✳
❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ Ropt✳
❆ ✜rst ❧❡♠♠❛ s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ r❡q✉❡st ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛♥
♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✢♦✇s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❢t❡r ❛♥② s✉❝❤ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✳
▲❡♠♠❛ ✷✳✶✳ ▲❡t s ∈ N ∩Ropt ❜❡ ❛ s❡r✈❡r s✉❝❤ t❤❛t ws <❲✳
• ■❢ tflows ≥ ❲✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡q✉❡st ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ r❡♣❧✐❝❛s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ws =❲✳
• ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡q✉❡st ❛ss✐❣♥♠❡♥t s♦ t❤❛t ws = tflows✳
Pr♦♦❢✳ ❋✐rst ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✐♥ s✉❜tr❡❡(s) ❝❛♥ ❛❧❧ ❜❡ s❡r✈❡❞ ❜② s✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ Ropt ✐s
❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡s❡ r❡q✉❡sts ❛r❡ s❡r✈❡❞ ❜② ❛ r❡♣❧✐❝❛ s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ tr❡❡✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡
♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ws,i✱ ✐t ❥✉st ❛✛❡❝ts t❤❡ ✢♦✇s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r
❛ ❣✐✈❡♥ ❝❧✐❡♥t i ∈ s✉❜tr❡❡(s) ∩ C✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡♣❧✐❝❛ s′ 6= s ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ i ❛♥❞ t❤❡ r♦♦t✱
✇❡ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡q✉❡sts ♦❢ ❝❧✐❡♥t i✳ ▲❡t x = max(ws′,i,❲−ws)✳ ❚❤❡♥ ✇❡
♠♦✈❡ x r❡q✉❡sts✱ ✐✳❡✳✱ ws′,i = ws′,i − x ❛♥❞ ws,i = ws,i + x✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ tflows✱ ✇❡
✷✳✶✳ ❈❖▼P▲❊❳■❚❨ ❘❊❙❯▲❚❙ ✶✾
♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✱ ✐❢ ✇❡ ♠♦✈❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡q✉❡sts t♦ s ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠♦r❡ r❡q✉❡sts ✐♥ t❤❡
s✉❜tr❡❡ ♦r ✉♥t✐❧ s ✐s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ W r❡q✉❡sts✳ 
❲❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❜✉t
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ tr❡❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✢♦✇ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤ r❡❝❡✐✈❡
❛ ✢♦✇ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ W ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✢♦✇ cflow ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛ ♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❛t✉r❛t❡❞✱ SN ✳
❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛t✉r❛t❡❞ ♥♦❞❡s ✐♥ s✉❜tr❡❡(k)✱ ❞❡♥♦t❡❞ nsnk✱ ❢♦r ❛♥② ♥♦❞❡
k ∈ C ∪ N ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳
❋♦r i ∈ C✱ cflowi = ri ❛♥❞ nsni = 0✱ ❛♥❞ ✇❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡ r❡❝✉rs✐✈❡❧② t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✢♦✇s
❢♦r ♥♦❞❡s s ∈ N ✳ ▲❡t fs =
∑
i∈❝❤✐❧❞r❡♥(s) cflowi ❛♥❞ xs =
∑
i∈❝❤✐❧❞r❡♥(s) nsni✳ ■❢ fs ≥ ❲ t❤❡♥
s ∈ SN ✱ cflows = fs −❲ ❛♥❞ nsns = xs + 1✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ s ✐s ♥♦t s❛t✉r❛t❡❞✱ cflows = fs ❛♥❞
nsns = xs✳
❲❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❆ ♥♦♥ s❛t✉r❛t❡❞ ♥♦❞❡ ❛❧✇❛②s ❤❛s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✢♦✇ ❜❡✐♥❣ ❧❡ss t❤❛♥ ❲✿
∀s ∈ N \ SN cflows < ❲
▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳ ❋♦r ❛❧❧ ♥♦❞❡s s ∈ C ∪ N ✱ cflows = tflows − nsns ×❲✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶✳ ❋♦r ❛❧❧ ♥♦❞❡s s ∈ C ∪ N ✱ tflows ≥ nsns ×❲✳
Pr♦♦❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✐s tr✐✈✐❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✢♦✇✳
▲❡♠♠❛ ✷✳✷ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ tr❡❡✳
• ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✿ ❢♦r i ∈ C✱ nsni = 0 ❛♥❞ tflowi = cflowi = ri✳
• ▲❡t s ∈ N ✱ ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ s✳ ❚❤❡♥✱
∀j ∈ ❝❤✐❧❞r❡♥(s) cflowj = tflowj − nsnj ×❲.
✕ ■❢ s /∈ SN ✱ nsns =
∑
j∈❝❤✐❧❞r❡♥(s) nsnj ❛♥❞
cflows =
∑
j∈❝❤✐❧❞r❡♥(s)
cflowj =
∑
j∈❝❤✐❧❞r❡♥(s)
(tflowj − nsnj ×❲) = tflows − nsns ×❲
✕ ■❢ s ∈ SN ✱ nsns =
(∑
j∈❝❤✐❧❞r❡♥(s) nsnj
)
+ 1 ❛♥❞
cflows =
∑
j∈❝❤✐❧❞r❡♥(s)
cflowj −❲ =
∑
j∈❝❤✐❧❞r❡♥(s)
(tflowj − nsnj ×❲)−❲
= tflows − (nsns − 1)×❲−❲ = tflows − nsns ×❲
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ r❡s✉❧t✳ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶ ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷ s✐♥❝❡ cflow ✐s ❛
♣♦s✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ 
❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠♦✈❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ✐♥t♦ ❛ ❢r❡❡ s❡r✈❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢
✐ts ❛♥❝❡st♦rs ✐♥ t❤❡ tr❡❡✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ▲❡t Ropt ❜❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❧❡t s ∈ Ropt✳ ■❢ ∃s
′ ∈ ❆♥❝❡st♦rs(s) \Ropt
t❤❡♥ R′opt = {s
′} ∪Ropt \ {s} ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳
Pr♦♦❢✳ s′ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ❛❧❧ r❡q✉❡sts ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② s s✐♥❝❡ s ∈ s✉❜tr❡❡(s′)✳ ❲❡ ❥✉st ♥❡❡❞
t♦ r❡❞❡✜♥❡ ws′,i = ws,i ❢♦r ❛❧❧ i ∈ C ❛♥❞ t❤❡♥ ws,i = 0✳ 
✷✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❘❊P▲■❈❆ P▲❆❈❊▼❊◆❚ ❙❚❘❆❚❊●■❊❙
❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ tr❛♥s❢♦r♠ Ropt ✐♥t♦ ❛ ♥❡✇ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ Rsat✱ ❜② r❡❞✐str✐❜✉t✐♥❣
t❤❡ r❡q✉❡sts ❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛s ❛♥❞ ♠♦✈✐♥❣ s♦♠❡ r❡♣❧✐❝❛s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❧❛❝❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ❛t ❡❛❝❤
s❛t✉r❛t❡❞ ♥♦❞❡✱ ❛♥❞ ❛✛❡❝t✐♥❣ ❲ r❡q✉❡sts t♦ t❤✐s r❡♣❧✐❝❛✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ st❛rt✐♥❣ ❛t
t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦❢ SN ✳ ◆♦t❤✐♥❣ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛✈❡s
✭t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✮ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✐♥ SN ✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r s ∈ SN ✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦
♣❧❛❝❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛✱ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥ ✐t ❲ r❡q✉❡sts✱ ♦♥ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✐♥ subSN = SN ∩ s✉❜tr❡❡(s) \ {s}✳
❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t✇♦ ❝❛s❡s✿
✶✳ ■❢ s ∈ Ropt✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ♠♦✈❡ ❛♥② r❡♣❧✐❝❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ws 6= ❲✱ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡
❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ s♦♠❡ r❡q✉❡sts ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡♣❧✐❝❛s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✇♦r❦❧♦❛❞
♦❢ ❲ ♦♥ s❡r✈❡r s✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t r❡♠♦✈❡ r❡q✉❡sts ❢r♦♠ t❤❡ s❛t✉r❛t❡❞ s❡r✈❡rs ♦❢ subSN ✇❤✐❝❤
❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ✜❧❧❡❞✳ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶ ❡♥s✉r❡s t❤❛t tflows ≥ nsns×❲✱ ❛♥❞ (nsns−1)×❲
r❡q✉❡sts s❤♦✉❧❞ ♥♦t ♠♦✈❡ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ nsns − 1 s❡r✈❡rs ♦❢ subSN ✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ t❤✉s st✐❧❧ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❲ r❡q✉❡sts ♦❢ ❝❧✐❡♥ts ♦❢ s✉❜tr❡❡(s) ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣♦ss✐❜❧② ❜❡ ♠♦✈❡❞
♦♥ s ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✳
✷✳ ■❢ s /∈ Ropt✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠♦✈❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ♦❢ Ropt ❛♥❞ ♣❧❛❝❡ ✐t ✐♥ s ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t✇♦ s✉❜❝❛s❡s✳
✭❛✮ ■❢ ∃s1 ∈ s✉❜tr❡❡(s) ∩ Ropt \ SN ✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ s1 ❝❛♥ ❜❡ ♠♦✈❡❞ ✐♥ s ❜②
❛♣♣❧②✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ ws 6= ❲✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❝❛s❡ ✶ ❛❜♦✈❡ t♦ s❛t✉r❛t❡ t❤❡
s❡r✈❡r✳
✭❜✮ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❛❧❧ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ s✉❜tr❡❡(s) ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥ SN ✱ ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥s✉♠❡❞
❜② t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ♠♦❞✐✜❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡①❛❝t❧② (nsns−1)×❲✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡
t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ✭♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✮ ❛t s ✐s ❡①❛❝t❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ✢♦✇ ♠✐♥✉s t❤❡
❝♦♥s✉♠❡❞ ✢♦✇✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ flows = tflows−(nsns−1)×❲✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶✱ flows ≥❲✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ♥♦✇ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❡q✉❡sts ♦❢ t❤✐s ✢♦✇ t♦ ♥♦❞❡ s ❜② r❡♠♦✈✐♥❣
✇♦r❦ ❢r♦♠ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛s ✉♣✇❛r❞s t♦ t❤❡ r♦♦t✱ ❛♥❞ r❡❛rr❛♥❣❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ r❡q✉❡sts t♦
r❡♠♦✈❡ ♦♥❡ r❡♣❧✐❝❛✳ ❚❤❡ ✢♦✇ flows ✐s ❣♦✐♥❣ ✉♣✇❛r❞s t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
nrs r❡♣❧✐❝❛s ✐♥ ❆♥❝❡st♦rs(s)∩Ropt✱ ❞❡♥♦t❡❞ s1, ..., snrs ✱ s1 ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♥♦❞❡ ❢r♦♠
s✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡♠♦✈❡ ❲ ♦❢ t❤❡s❡ r❡q✉❡sts ❢r♦♠ t❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛✛❡❝t t❤❡♠ t♦ ❛ ♥❡✇ r❡♣❧✐❝❛
♣❧❛❝❡❞ ✐♥ s✳ ▲❡t wsk,s =
∑
j∈s✉❜tr❡❡(s)∩C wsk,j ✳ ❲❡ ❤❛✈❡
∑
k=1..nrs
wsk,s = flows✳ ❲❡
♠♦✈❡ t❤❡s❡ r❡q✉❡sts ❢r♦♠ sk t♦ s✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ k = 1✳ ❚❤✉s✱ ❛❢t❡r t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✱
ws1,s = 0✳ ■t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ws1 6= 0 s✐♥❝❡ s1 ♠❛② ♣r♦❝❡ss r❡q✉❡sts ✇❤✐❝❤ ❛r❡
♥♦t ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ s✉❜tr❡❡(s)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛r❡ s✉r❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ r❡♠♦✈❡❞ ❡♥♦✉❣❤
r❡q✉❡sts ❢r♦♠ sk✱ k = 2..nrs ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✐♥st❡❛❞ ♣r♦❝❡ss r❡q✉❡sts st✐❧❧ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ s1✳
❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ r❡♠♦✈❡ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ s1✳
❚❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦♥ r❡♣❧✐❝❛s ✐♥ subSN ✱ ❜✉t ✇❡ ❤❛✈❡
♣❧❛❝❡❞ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ✐♥ s ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❲ r❡q✉❡sts✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡
r❡♠♦✈❡❞ t❤❡ ✜rst r❡♣❧✐❝❛ ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ s t♦ t❤❡ r♦♦t ✭s1✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ♦♣t✐♠❛❧✳
❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉♣ t♦ t❤❡ r♦♦t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ Rsat ✐♥
✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦❢ SN ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❧❛❝❡❞ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ❛♥❞ ❛r❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❲ r❡q✉❡sts✳ ❲❡ ✇✐❧❧
♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ r❡♣❧✐❝❛s ❛♥②♠♦r❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❋r❡❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡✇
s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❋✲♥♦❞❡s✱ ✇❤✐❧❡ r❡♣❧✐❝❛s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✐♥ SN ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ P❙✲♥♦❞❡s✱ ❢♦r ♣❛rt✐❛❧❧②
s❛t✉r❛t❡❞✳
■♥ ❛ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ♠♦❞✐❢② t❤❡ Rsat ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧
✷✳✶✳ ❈❖▼P▲❊❳■❚❨ ❘❊❙❯▲❚❙ ✷✶
t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ Rcan✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡q✉❡st ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ P❙✲♥♦❞❡s✿ ✇❡
✏s❛t✉r❛t❡✑ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ✇❡ ❝❛♥ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s SN ✱
r❡❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ cflow ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ SN = Rcan✳
❚❤❡ cflow ✐s st✐❧❧ t❤❡ ✢♦✇ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ❛ s❛t✉r❛t❡❞ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ s✉❜tr❡❡✱
❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss ✐t ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❛②✿
cflows = tflows −
∑
s′∈SN∩s✉❜tr❡❡(s)
ws′
◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s t♦t❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ♠♦❞✐✜❡❞ SN ✳
❲❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ✢♦✇ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♥♦♥✲s❛t✉r❛t❡❞ ✢♦✇ ♦❢ s✱ nsflows✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♥ts
t❤❡ r❡q✉❡sts ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ♥♦❞❡ s ❛♥❞ ♥♦t s❡r✈❡❞ ❜② ❛ s❛t✉r❛t❡❞ s❡r✈❡r ❛♥②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ tr❡❡✳
❚❤✉s✱
nsflows = cflows −
∑
i∈❝❤✐❧❞r❡♥(s)∩C
∑
s′∈❆♥❝❡st♦rs(s)∩SN
ws′,i.
❚❤✐s ✢♦✇ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡q✉❡sts t❤❛t ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜❡ s❡r✈❡❞ ❜② s ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦❢
❙◆ s❛t✉r❛t❡❞✳
▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳ ■♥ ❛ s❛t✉r❛t❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❝❛♥♥♦t ❡①✐st ❛ P❙✲♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ s✉❜tr❡❡ ♦❢
❛♥♦t❤❡r P❙✲♥♦❞❡✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲s❛t✉r❛t❡❞ ✢♦✇ ✐s nsflows ≤ cflows s✐♥❝❡ ✇❡ ❢✉rt❤❡r r❡♠♦✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
✢♦✇ s♦♠❡ r❡q✉❡sts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ✉♣✇❛r❞s ✐♥ t❤❡ tr❡❡ t♦ s♦♠❡ s❛t✉r❛t❡❞ s❡r✈❡rs✳
▲❡t s ∈ Rsat \ SN ❜❡ ❛ P❙✲♥♦❞❡✳ ■ts ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✢♦✇ ✐s cflows < W ✳ ■t ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
♣r♦❝❡ss ❛❧❧ t❤❡ r❡q✉❡sts ♦❢ t❤❡ s✉❜tr❡❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ t♦ ❛ s❛t✉r❛t❡❞ s❡r✈❡r ✉♣✇❛r❞s ♦r
❞♦✇♥✇❛r❞s ✐♥ t❤❡ tr❡❡✱ t❤✉s nsflows r❡q✉❡sts✳ ❙✐♥❝❡ nsflows ≤ cflows < W ✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡
t❤❡ r❡q✉❡st ❛ss✐❣♥♠❡♥t t♦ ❛ss✐❣♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ nsflows r❡q✉❡sts t♦ s✱ r❡♠♦✈✐♥❣ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② s♦♠❡ ✇♦r❦
❢r♦♠ ♦t❤❡r ♥♦♥✲s❛t✉r❛t❡❞ r❡♣❧✐❝❛s ✉♣✇❛r❞s ♦r ❞♦✇♥✇❛r❞s ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡s❡ r❡q✉❡sts✳
❚❤✉s✱ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛ ♦♥ ♥♦❞❡ s ✐s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ r❡q✉❡sts ♦❢ s✉❜tr❡❡(s) ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♣r♦❝❡ss❡❞
❜② s❛t✉r❛t❡❞ ♥♦❞❡s✳
■❢ t❤❡r❡ ✇❛s ❛ ♥♦♥ s❛t✉r❛t❡❞ r❡♣❧✐❝❛ ✐♥ s✉❜tr❡❡(s)✱ ✐t ❝♦✉❧❞ t❤✉s ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ s✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡
r❡q✉❡sts ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ P❙✲♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ s✉❜tr❡❡ ♦❢
❛♥♦t❤❡r P❙✲♥♦❞❡ ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧✱ t❤✉s ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❧❡♠♠❛✳ 
❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠♦✈❡ t❤❡ P❙✲♥♦❞❡s ❛s ❤✐❣❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ Rsat✳ ▲❡t s ❜❡ ❛ P❙✲
♥♦❞❡✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢r❡❡ ♥♦❞❡ s′ ✐♥ ❆♥❝❡st♦rs(s) t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ♠♦✈❡ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛ ❢r♦♠ s t♦ s′ ✉s✐♥❣
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ▲❡♠♠❛ ✷✳✸ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♦t❤❡r P❙✲♥♦❞❡s ✐♥ s✉❜tr❡❡(s′)✳
❆❧❧ ❢✉rt❤❡r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❛❧t❡r ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦ P❙✲♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡✐r ❛♥❝❡st♦rs✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ N ′ = {s|❆♥❝❡st♦rs(s) \ SN = ∅}✳
▲❡t s ∈ N ′✳ nsflows = cflows −
∑
i∈❝❤✐❧❞r❡♥(s)∩C
∑
s′∈❆♥❝❡st♦rs(s)ws′,i s✐♥❝❡ ❛❧❧ ❛♥❝❡st♦rs ♦❢ s
❛r❡ ✐♥ SN ✳ ❚❤✉s✱
nsflows =
∑
s′∈s✉❜tr❡❡(s)\SN
ws′ .
❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ∀s ∈ N nsflows ≤ cflows✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ s /∈ SN ✱ t❤❡♥ nsflows = ws s✐♥❝❡
s✉❜tr❡❡(s) \ SN ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ s ✭♥♦ ♦t❤❡r P❙✲♥♦❞❡ ✉♥❞❡r t❤❡ P❙✲♥♦❞❡ s✱ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✷✳✸✮✳
✷✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❘❊P▲■❈❆ P▲❆❈❊▼❊◆❚ ❙❚❘❆❚❊●■❊❙
❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ✢♦✇ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ✢♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ r❡q✉❡sts t❤❛t ❝❛♥ ♣♦ss✐❜❧② ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ♦♥ s ✇✐t❤♦✉t r❡♠♦✈✐♥❣ r❡q✉❡sts ❢r♦♠ ❛ s❛t✉r❛t❡❞
s❡r✈❡r✳
uflows = min
s′∈❆♥❝❡st♦rs(s)∪{s}
{cflows′}
▲❡♠♠❛ ✷✳✹✳ ▲❡t s ∈ N ′✳ ❚❤❡♥ nsflows ≤ uflows✳
Pr♦♦❢✳ ▲❡t s′ ∈ ❆♥❝❡st♦rs(s)✳ ❙✐♥❝❡ s ∈ N ′✱ s′ ∈ SN ✳
cflows′ ≥ nsflows′ =
∑
s′′∈s✉❜tr❡❡(s′)\SN
ws′′
❇✉t s✐♥❝❡ s ∈ s✉❜tr❡❡(s′)✱ s✉❜tr❡❡(s) \ SN ⊆ s✉❜tr❡❡(s′) \ SN ✱ ❤❡♥❝❡ nsflows ≤ nsflows′ ✳ ◆♦t❡
t❤❛t nsflow ✐s ❛ ♥♦♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✇❤❡♥ ❣♦✐♥❣ ✉♣ t❤❡ tr❡❡✮✳
❚❤✉s✱ ∀s′ ∈ ❆♥❝❡st♦rs(s) ∪ {s}✱ nsflows ≤ cflows′ ✱ ❛♥❞ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ✢♦✇✱
nsflows ≤ uflows✳ 
◆♦✇ ✇❡ st❛rt t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣✱ ✇❡ s❡❧❡❝t ❛ ♥♦❞❡ s ∈ N \ SN ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ✢♦✇✳ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡
s❡✈❡r❛❧ ♥♦❞❡s ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ uflow✱ ✇❡ s❡❧❡❝t t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐♥ ❛ ❞❡♣t❤✲✜rst tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ❲❡
✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛✛❡❝t uflows r❡q✉❡sts t♦ t❤✐s ♥♦❞❡ ✇✐t❤♦✉t ✉♥s❛t✉r❛t✐♥❣ ❛♥② s❡r✈❡r ♦❢
❙◆✳ s ✐s t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s❛t✉r❛t❡❞ ♥♦❞❡✱ ✇❡ r❡❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✢♦✇s ✭❛♥❞ t❤✉s t❤❡
✉s❡❢✉❧ ✢♦✇s✮ ❛♥❞ r❡✐t❡r❛t❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✉♥t✐❧ cflowr = 0✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ r❡q✉❡sts ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❛✛❡❝t❡❞ t♦ s❛t✉r❛t❡❞ s❡r✈❡rs✳
▲❡t ✉s ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦ r❡❛ss✐❣♥ t❤❡ r❡q✉❡sts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✉r❛t❡ s ✇✐t❤ uflows r❡q✉❡sts✳ ❚❤❡
✐❞❡❛ ✐s t♦ r❡♠♦✈❡ s♦♠❡ r❡q✉❡sts ❢r♦♠ ❆♥❝❡st♦rs(s) ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✉r❛t❡ s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ s❛t✉r❛t❡ t❤❡
❛♥❝❡st♦rs ♦❢ s ❛❣❛✐♥✱ ❜② ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡♠ s♦♠❡ r❡q✉❡sts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♥♦♥ s❛t✉r❛t❡❞ s❡r✈❡rs✳
❋✐rst✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t uflows ≤ cflowr = nsflowr✳ ❚❤✉s✱
uflows ≤
∑
s′∈N\SN
ws′ = ws +
∑
s′∈PS
ws′
✇❤❡r❡ P❙ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦♥ s❛t✉r❛t❡❞ ♥♦❞❡s ✇✐t❤♦✉t s✳ ▲❡t x = uflows − ws✳ ■❢ x = 0✱ s ✐s
❛❧r❡❛❞② s❛t✉r❛t❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡❛ss✐❣♥ x r❡q✉❡sts t♦ s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥✱
✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t
∑
s′∈PS ws′ ≥ uflows − ws = x✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤✉s ❡♥♦✉❣❤ r❡q✉❡sts ❤❛♥❞❧❡❞ ❜②
♥♦♥ s❛t✉r❛t❡❞ ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛ss❡❞ t♦ s✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts ♦❢ s✉❜tr❡❡(s) ∩ C ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❆♥❝❡st♦rs(s) ✐s∑
s′∈❆♥❝❡st♦rs(s)
∑
i∈s✉❜tr❡❡(s)∩C
ws′,i = cflows − nsflows
❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ❖r cflows−nsflows ≥ uflows−ws = x s♦ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st x r❡q✉❡sts
t❤❛t s ❝❛♥ t❛❦❡ ❢r♦♠ ✐ts ❛♥❝❡st♦rs✳
▲❡t a1 = ♣❛r❡♥t(s), ..., ak = r ❜❡ t❤❡ ❛♥❝❡st♦rs ♦❢ s✳ xj =
∑
i∈s✉❜tr❡❡(s)∩C waj ,i ✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ r❡q✉❡sts t❤❛t s ❝❛♥ t❛❦❡ ❢r♦♠ aj ✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❛r❜✐tr❛r② ✇❤❡r❡ t♦ t❛❦❡ t❤❡ r❡q✉❡sts ✐❢
∑
j xj > x✱
❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r r❡q✉❡sts✳ ❲❡ t❤✉s ❛ss✉♠❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t∑
j xj = x✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ xj r❡q✉❡sts ❛r❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝❧✐❡♥t ✐♥ s✉❜tr❡❡(s)✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✐❣♥ t❤❡♠
✷✳✶✳ ❈❖▼P▲❊❳■❚❨ ❘❊❙❯▲❚❙ ✷✸
t♦ s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦✇ ♦♥❧② ❲−xj r❡q✉❡sts ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② aj ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t aj ✐s t❡♠♣♦r❛r✐❧②
✉♥s❛t✉r❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ x ❡①tr❛ r❡q✉❡sts t♦ s✱ ❤❡♥❝❡ s ✐s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ws+x = uflows
r❡q✉❡sts✳
❲❡ ✜♥❛❧❧② ♥❡❡❞ t♦ r❡❛ss✐❣♥ r❡q✉❡sts t♦ aj , j = 1..k ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✉r❛t❡ t❤❡s❡ ♥♦❞❡s ❛❣❛✐♥✱
t❛❦✐♥❣ r❡q✉❡sts ♦✉t ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ PS ✭♥♦♥ s❛t✉r❛t❡❞ ♥♦❞❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ s✮✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②
st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ j = 1 ❛♥❞ ❣♦✐♥❣ ✉♣ t♦ t❤❡ r♦♦t ak✳ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣ j✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t aj′ , j
′ < j ❤❛✈❡
❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ s❛t✉r❛t❡❞ ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ♠♦✈❡ r❡q✉❡sts ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡
❝❛♥ st✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❛❦❡ r❡q✉❡sts ❛✇❛② ❢r♦♠ aj′′ , j
′′ > j✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✉r❛t❡ aj ✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ t❛❦❡✿
• ❡✐t❤❡r r❡q✉❡sts ❢r♦♠ s✉❜tr❡❡(aj)∩C ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② aj′′ , j
′′ > j✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t
♠♦✈✐♥❣ r❡q✉❡sts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❛✛❡❝t❡❞ t♦ s ✭✐✳❡✳✱
∑
j′′>j xj′′✮❀
• ♦r r❡q✉❡sts ❢r♦♠ ♥♦♥ s❛t✉r❛t❡❞ s❡r✈❡rs ✐♥ s✉❜tr❡❡(aj)✱ ❡①❝❡♣t r❡q✉❡sts ❢r♦♠ s ❛♥❞ r❡q✉❡sts
❛❧r❡❛❞② ❣✐✈❡♥ t♦ s t❤❛t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♠♦✈❡❞ ❛♥② ♠♦r❡ ✭✐✳❡✳✱
∑
j′<j xj′✮✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛✛❡❝t t♦ aj ✐s t❤❡r❡❢♦r❡✿
X =
∑
s′∈s✉❜tr❡❡(aj)\SN\{s}
ws′ +
∑
i∈s✉❜tr❡❡(aj)∩C
∑
s′∈❆♥❝❡st♦rs(aj)
ws′,i −
∑
j′<j
xj′ −
∑
j′′>j
xj′′
▲❡t ✉s s❤♦✇ t❤❛t X ≥ xj ✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡s❡ r❡q✉❡sts t♦ s❛t✉r❛t❡ aj ❛❣❛✐♥✳
cflowaj = nsflowaj+
∑
i∈s✉❜tr❡❡(aj)∩C
∑
s′∈❆♥❝❡st♦rs(aj)
ws′,i = ws+X+
∑
j′<j
xj′+
∑
j′′>j
xj′′ = X+ws+x−xj
❇✉t cflowaj ≥ uflows ❛♥❞ uflows − ws = x s♦
X = cflowaj − ws − x+ xj ≥ uflows − ws − x+ xj = xj
■t ✐s t❤✉s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❛t✉r❛t❡ s ❛♥❞ t❤❡♥ ❦❡❡♣ ✐ts ❛♥❝❡st♦rs s❛t✉r❛t❡❞✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ s
❜❡❝♦♠❡s ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ SN ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥ s❛t✉r❛t❡❞ ✢♦✇s✳ ❲❡ ❤❛✈❡
r❡♠♦✈❡❞ uflows r❡q✉❡sts ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ♥♦♥ s❛t✉r❛t❡❞ s❡r✈❡rs✱ s♦ t❤❡ cflow ❛♥❞
nsflow ♦❢ ❛❧❧ ❛♥❝❡st♦rs ♦❢ s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜② uflows✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛t t❤❡ r♦♦t✱ cflowr = cflowr − uflows✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
s ♦♥ cflowr ✐s uflows✳
■♥ t❤❡ ❧❛st st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ Rcan = SN ❤❛s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s t❤❛♥
Rsat✳ ■♥ t❤❡ s❛t✉r❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ P❙✲♥♦❞❡ s ✐s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ nsflows r❡q✉❡sts✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t ✐s uflows✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t ❡✈❡r② st❡♣ ✇❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ ❛ s❛t✉r❛t❡❞ ♥♦❞❡ s✱ ✇❡
❤❛✈❡ uflows ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ nsflows✳ ■t ✐s t❤✉s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s
✐♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ s❛t✉r❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ s❛t✉r❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✱ |Rcan| = |Rsat|✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳
❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜✉✐❧❞s Rcan ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss❡ss❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
✷✳✶✳✸ ❲✐t❤ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ◆♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❯♣✇❛r❞s ❙tr❛t❡❣②
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳ ❚❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❯♣✇❛r❞s str❛t❡❣② ✐s
◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ t❤❡ str♦♥❣ s❡♥s❡✳
✷✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❘❊P▲■❈❆ P▲❆❈❊▼❊◆❚ ❙❚❘❆❚❊●■❊❙
c1 c2 c3
n1
n2
nm
c3m
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❚❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❡❛r❧② ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ◆P✿ ❣✐✈❡♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② ✐♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ t❤❛t ❛❧❧ r❡q✉❡sts ❛r❡ s❡r✈❡❞ ❛♥❞ t❤❛t ♥♦ s❡r✈❡r ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❡①❝❡❡❞❡❞✳ ❚♦ ❡st❛❜❧✐s❤
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ t❤❡ str♦♥❣ s❡♥s❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✸✲P❆❘❚■❚■❖◆ ❬✸✷❪✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ I1 ♦❢ ✸✲P❆❘❚■❚■❖◆✿ ❣✐✈❡♥ 3m ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs a1, a2, . . . , a3m s✉❝❤ t❤❛t B/4 <
ai < B/2 ❢♦r 1 ≤ i ≤ 3m✱ ❛♥❞
∑3m
i=1 ai = mB✱ ❝❛♥ ✇❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡s❡ ✐♥t❡❣❡rs ✐♥t♦ m tr✐♣❧❡s✱
❡❛❝❤ ♦❢ s✉♠ B❄ ❲❡ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥st❛♥❝❡ I2 ♦❢ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✮✿
• 3m ❝❧✐❡♥ts ci ✇✐t❤ ri = ai ❢♦r 1 ≤ i ≤ 3m✳
• m ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡s nj ✇✐t❤ ❲j = s❝j = B ❢♦r 1 ≤ j ≤ m✳
✲ ❚❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ n1 ❛r❡ ❛❧❧ t❤❡ 3m ❝❧✐❡♥ts ci✱ ❛♥❞ ✐ts ♣❛r❡♥t ✐s n2✳
✲ ❋♦r 2 ≤ j ≤ m✱ t❤❡ ♦♥❧② ❝❤✐❧❞ ♦❢ nj ✐s nj−1✳ ❋♦r 1 ≤ j ≤ m− 1✱ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♦❢ nj ✐s nj+1
✭❤❡♥❝❡ nm ✐s t❤❡ r♦♦t✮✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛s❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t♦t❛❧ st♦r❛❣❡ ❝♦st mB✱ ✐✳❡✳✱ ✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛
❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ I2 ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭❛♥❞ ❡✈❡♥ ❧✐♥❡❛r✮ ✐♥ t❤❡ s✐③❡
♦❢ I1✳
❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥st❛♥❝❡ I1 ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐♥st❛♥❝❡ I2 ❞♦❡s✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✜rst
t❤❛t I1 ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡t (ak1 , ak2 , ak3) ❜❡ t❤❡ k✲tr✐♣❧❡t ✐♥ I1✳ ❲❡ ❛ss✐❣♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❧✐❡♥ts ck1 ✱
ck2 ❛♥❞ ck3 t♦ s❡r✈❡r nk✳ ❇❡❝❛✉s❡ ak1 + ak2 + ak3 = B✱ ♥♦ s❡r✈❡r ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❡①❝❡❡❞❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡
t❤❡ m tr✐♣❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ai✱ ❛❧❧ r❡q✉❡sts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❲❡ ❞♦ ❤❛✈❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ I2✳
❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t I2 ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡t Ik ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts s❡r✈❡❞ ❜② ♥♦❞❡ nk ✐❢ t❤❡r❡
✐s ❛ r❡♣❧✐❝❛ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t nk✿ t❤❡♥
∑
i∈Ik
ai ≤ B✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ✐s∑3m
i=1 ai = mB✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st m r❡♣❧✐❝❛s ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② B✳ ❍❡♥❝❡ ♥♦ s❡t Ik ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣t②✱
❛♥❞
∑
i∈Ik
ai ≤ B ❢♦r 1 ≤ k ≤ m✳ ❇❡❝❛✉s❡ B/4 < ai < B/2✱ ❡❛❝❤ Ik ♠✉st ❜❡ ❛ tr✐♣❧❡✳ ❚❤✐s
❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ I1✳ 
✷✳✶✳✹ ❲✐t❤ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ◆♦❞❡s
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳ ❆❧❧ t❤r❡❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦st ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥♦❞❡s ❛r❡
◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✳
✷✳✶✳ ❈❖▼P▲❊❳■❚❨ ❘❊❙❯▲❚❙ ✷✺
c1 c2 cm cm+1
r
n2 nmn1
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❚❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳
Pr♦♦❢✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❯♣✇❛r❞s str❛t❡❣② ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳
❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ str❛t❡❣✐❡s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❡❛r❧② ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ◆P✿ ❣✐✈❡♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t
✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ t❤❛t ❛❧❧ r❡q✉❡sts ❛r❡ s❡r✈❡❞ ❛♥❞ t❤❛t ♥♦ s❡r✈❡r ❝❛♣❛❝✐t②
✐s ❡①❝❡❡❞❡❞✳ ❚♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✷✲P❆❘❚■❚■❖◆ ❬✸✷❪✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ I1 ♦❢ ✷✲P❆❘❚■❚■❖◆✿ ❣✐✈❡♥ m ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs a1, a2, . . . , am✱ ❞♦❡s t❤❡r❡
❡①✐st ❛ s✉❜s❡t I ⊂ {1, . . . ,m} s✉❝❤ t❤❛t
∑
i∈I ai =
∑
i/∈I ai✳ ▲❡t S =
∑m
i=1 ai✳ ❲❡ ❜✉✐❧❞ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥st❛♥❝❡ I2 ♦❢ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦st ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✮✿
• m+ 1 ❝❧✐❡♥ts ci ✇✐t❤ ri = ai ❢♦r 1 ≤ i ≤ m ❛♥❞ rm+1 = 1✳
• m+ 1 ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡s✿
✲ m ♥♦❞❡s nj ✱ 1 ≤ j ≤ m✱ ✇✐t❤ ❲j = s❝j = aj ✳
✲ ❆ r♦♦t ♥♦❞❡ r ✇✐t❤ ❲r = s❝r = S/2+ 1✳ ✲ ❚❤❡ ♦♥❧② ❝❤✐❧❞ ♦❢ nj ✐s cj ✳ ❚❤❡ ♣❛r❡♥t ♦❢ nj ✐s
r✳ ❚❤❡ ♣❛r❡♥t ♦❢ cn+1 ✐s r✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛s❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t♦t❛❧ st♦r❛❣❡ ❝♦st S + 1✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ s✐③❡
♦❢ I2 ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭❛♥❞ ❡✈❡♥ ❧✐♥❡❛r✮ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ I1✳ ❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥st❛♥❝❡ I1 ❤❛s ❛
s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐♥st❛♥❝❡ I2 ❞♦❡s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇♦r❦s ❢♦r ❜♦t❤ str❛t❡❣✐❡s✱ ❈❧♦s❡st
❛♥❞ ▼✉❧t✐♣❧❡✳
❙✉♣♣♦s❡ ✜rst t❤❛t I1 ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❛ss✐❣♥ ❛ r❡♣❧✐❝❛ t♦ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ni✱ i ∈ I✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡
r♦♦t r✳ ❈❧✐❡♥t ci ✐s s❡r✈❡❞ ❜② ni ✐❢ i ∈ I✱ ❛♥❞ ❜② t❤❡ r♦♦t r ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ i /∈ I ♦r ✐❢ i = m+1✳
❚❤❡ t♦t❛❧ st♦r❛❣❡ ❝♦st ✐s
∑
j∈I Wj +Wr = S + 1✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❲r = S/2 + 1 =
∑
i/∈I ri + rn+1✱ t❤❡
❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ r♦♦t ✐s ♥♦t ❡①❝❡❡❞❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡r✈❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❜♦t❤ ✇✐t❤ t❤❡
❈❧♦s❡st ❛♥❞ ▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ I2✳
❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t I2 ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆❡❝❡ss❛r✐❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡♣❧✐❝❛ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r♦♦t✱
♦t❤❡r✇✐s❡ ❝❧✐❡♥t cn+1 ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ s❡r✈❡❞✳ ▲❡t I ❜❡ t❤❡ ✐♥❞❡① s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s nj ✱ 1 ≤ j ≤ n✱
✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ I2✳ ❋♦r j /∈ I✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡♣❧✐❝❛ ✐♥ ♥♦❞❡
nj ✱ ❤❡♥❝❡ ❛❧❧ r❡q✉❡sts ♦❢ ❝❧✐❡♥t cj ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ r♦♦t✱ ✇❤♦s❡ st♦r❛❣❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s S/2 + 1✳
❲❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❛t
∑
j /∈I rj ≤ S/2✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ t♦t❛❧ st♦r❛❣❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s S + 1✱ t❤❡ t♦t❛❧ st♦r❛❣❡
❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ I ✐s S/2✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ t✇♦ s❡r✈❡r str❛t❡❣✐❡s✿
• ❋♦r t❤❡ ❈❧♦s❡st str❛t❡❣②✱ ❛❧❧ r❡q✉❡sts ❢r♦♠ ❛ ❝❧✐❡♥t cj ∈ I ❛r❡ s❡r✈❡❞ ❜② nj ✱ ❤❡♥❝❡
∑
j∈I rj ≤
S/2✳ ❙✐♥❝❡
∑
j∈I rj +
∑
j /∈I rj = S✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡
∑
j∈I rj =
∑
j /∈I rj = S/2✱ ❤❡♥❝❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥
t♦ I2✳
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• ❋♦r t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ str❛t❡❣②✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡r✈❡r j ∈ I✳ ▲❡t r′j ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts ❢r♦♠
❝❧✐❡♥t cj s❡r✈❡❞ ❜② nj ✱ ❛♥❞ r
′′
j ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts ❢r♦♠ cj s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ r♦♦t r ✭♦❢
❝♦✉rs❡ rj = r
′
j + r
′′
j ✮✳ ❆❧❧ r❡q✉❡sts ❢r♦♠ ❛ ❝❧✐❡♥t cj ✱ j /∈ I✱ ❛r❡ s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ r♦♦t✳ ▲❡t
A =
∑
j∈I r
′
j ✱ B =
∑
j∈I r
′′
j ❛♥❞ C =
∑
j /∈I rj ✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ st♦r❛❣❡ ❝♦st ✐s A+B + S/2 + 1✱
❤❡♥❝❡ A+B ≤ S/2✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t C ≤ S/2✳ ❇✉t A+B +C = S✱ ❤❡♥❝❡ B = 0✱ ❛♥❞
A = C = S/2✱ ❤❡♥❝❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ I2✳

✷✳✷ ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣r❡ss t❤❡❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r
❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✭▲P✮✳ ❲❡ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ s❡r✈❡r ❛❝❝❡ss ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ♥❛♠❡❧②
❈❧♦s❡st ✱ ❯♣✇❛r❞s ❛♥❞ ▼✉❧t✐♣❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉❡
t♦ ❑❛r❧ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✹✷❪ ❛s t❤❡② r❡str✐❝t t♦ t❤❡ ❈❧♦s❡st ❛❝❝❡ss ♣♦❧✐❝②✳
❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠s ✭✉♥❧❡ss P❂◆P✮✱ t❤✐s
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ✉s❡❢✉❧ ❛s ✐t ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✿ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r
♣r♦❣r❛♠ ♦✈❡r t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧s✱ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡s ❬✶✼✱ ✸✹❪✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ❛s ✐t ❛ss✐❣♥s ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s t♦ s❡r✈❡r ♥♦❞❡s✱ ❜✉t ✐t ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡
❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ st♦r❛❣❡ ❝♦st ♦❢ ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❜♦✉♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ❛ss❡ss t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s t❤❛t ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳
✷✳✷✳✶ ❙✐♥❣❧❡ ❙❡r✈❡r
❲❡ st❛rt ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ s❡r✈❡r str❛t❡❣✐❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❯♣✇❛r❞s ❛♥❞ ❈❧♦s❡st ❛❝❝❡ss ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❲❡ ♥❡❡❞
t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿
❙❡r✈❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t
• xj ✐s ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ j ✐s ❛ s❡r✈❡r ✭❢♦r ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ❝❧✐❡♥ts✮✳
• yi,j ✐s ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ j = s❡r✈❡r(i)✳
• ■❢ j /∈ ❆♥❝❡st♦rs(i)✱ ✇❡ ❞✐r❡❝t❧② s❡t yi,j = 0✳
▲✐♥❦ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
• zi,l ✐s ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ ❧✐♥❦ l ∈ ♣❛t❤[i→ r] ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❝❧✐❡♥t i ❛❝❝❡ss❡s ✐ts
s❡r✈❡r s❡r✈❡r(i)✳
• ■❢ l /∈ ♣❛t❤[i→ r] ✇❡ ❞✐r❡❝t❧② s❡t zi,l = 0✳
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ st♦r❛❣❡ ❝♦st✱ ♥❛♠❡❧②
∑
j∈N s❝jxj ✳ ❲❡ ❧✐st ❜❡❧♦✇ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦♠♠♦♥ t♦ t❤❡ ❈❧♦s❡st ❛♥❞ ❯♣✇❛r❞s ♣♦❧✐❝✐❡s✿ ❋✐rst t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r s❡r✈❡r
❛♥❞ ❧✐♥❦ ✉s❛❣❡✿
• ❊✈❡r② ❝❧✐❡♥t ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ s❡r✈❡r✿
∀i ∈ C,
∑
j∈❆♥❝❡st♦rs(i)
yi,j = 1
✷✳✷✳ ▲■◆❊❆❘ P❘❖●❘❆▼▼■◆● ❋❖❘▼❯▲❆❚■❖◆ ✷✼
• ❆❧❧ r❡q✉❡sts ❢r♦♠ i ∈ C ✉s❡ t❤❡ ❧✐♥❦ t♦ ✐ts ♣❛r❡♥t✿
zi,i→♣❛r❡♥t(i) = 1
• ▲❡t i ∈ C✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② ❧✐♥❦ l : j → j′ = ♣❛r❡♥t(j) ∈ ♣❛t❤[i→ r]✳ ■❢ j′ = s❡r✈❡r(i) t❤❡♥
❧✐♥❦ s✉❝❝(l) ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ❜② i ✭✐❢ ✐t ❡①✐sts✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ zi,s✉❝❝(l) = zi,l✳ ❚❤✉s✿
∀i ∈ C,∀l : j → j′ = ♣❛r❡♥t(j) ∈ ♣❛t❤[i→ r],
zi,s✉❝❝(l) = zi,l − yi,j′
◆❡①t t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❛t s❡r✈❡r ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①❝❡❡❞❡❞✿ ∀j ∈
N ,
∑
i∈C riyi,j ≤ ❲jxj . ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✐❢ j ✐s t❤❡ s❡r✈❡r ♦❢ i✱ t❤❡r❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛
r❡♣❧✐❝❛ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ♥♦❞❡ j✳ ❆❧t♦❣❡t❤❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r t❤❡
❯♣✇❛r❞s ♣♦❧✐❝②✳ ❲❡ ♥❡❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❈❧♦s❡st ♣♦❧✐❝②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡
♦❢ t❤❡ ❯♣✇❛r❞s ♣♦❧✐❝② ✭❤❡♥❝❡ ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞✮✳
❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❛t ✐❢ ♥♦❞❡ j ✐s t❤❡ s❡r✈❡r ♦❢ ❝❧✐❡♥t i✱ t❤❡♥ ♥♦ ❛♥❝❡st♦r ♦❢ j ❝❛♥ ❜❡ t❤❡
s❡r✈❡r ♦❢ ❛ ❝❧✐❡♥t ✐♥ t❤❡ s✉❜tr❡❡ r♦♦t❡❞ ❛t j✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ❝❧✐❡♥t ✐♥ t❤✐s s✉❜tr❡❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡
s❡r✈❡❞ ❜② j ❛♥❞ ♥♦t ❜② ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❛♥❝❡st♦rs✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❈❧♦s❡st ♣♦❧✐❝②✳ ❆ ❞✐r❡❝t ✇❛② t♦
✇r✐t❡ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ✐s
∀i ∈ C,∀j ∈ ❆♥❝❡st♦rs(i),
∀i′ ∈ C ∩ s✉❜tr❡❡(j),∀j′ ∈ ❆♥❝❡st♦rs(j),
yi,j ≤ 1− yi′,j′
■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ yi,j = 1✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t j = s❡r✈❡r(i)✱ t❤❡♥ ❛♥② ❝❧✐❡♥t i
′ ✐♥ t❤❡ s✉❜tr❡❡ r♦♦t❡❞ ✐♥ j ♠✉st
❤❛✈❡ ✐ts s❡r✈❡r ✐♥ t❤❛t s✉❜tr❡❡✱ ♥♦t ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ r♦♦t t❤❛♥ j✳ ❍❡♥❝❡ yi′,j′ = 0 ❢♦r ❛♥② ❛♥❝❡st♦r j
′
♦❢ j✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ O(s4) s✉❝❤ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ✇r✐t❡✱ ✇❤❡r❡ s = |C|+ |N | ✐s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s✐③❡✳ ❲❡ ❝❛♥
r❡❞✉❝❡ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ❞♦✇♥ t♦ O(s3) ❜② ✇r✐t✐♥❣
∀i ∈ C,∀j ∈ ❆♥❝❡st♦rs(i) \ {r},
∀i′ ∈ C ∩ s✉❜tr❡❡(j),
yi,j ≤ 1− zi′,j→♣❛r❡♥t(j)
✷✳✷✳✷ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❙❡r✈❡rs
❲❡ ♥♦✇ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧✐❝②✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿
❙❡r✈❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t
• xj ✐s ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ j ✐s ❛ s❡r✈❡r ✭❢♦r ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ❝❧✐❡♥ts✮✳
• yi,j ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts ❢r♦♠ ❝❧✐❡♥t i ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ♥♦❞❡ j✳
• ■❢ j /∈ ❆♥❝❡st♦rs(i)✱ ✇❡ ❞✐r❡❝t❧② s❡t yi,j = 0✳
✷✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❘❊P▲■❈❆ P▲❆❈❊▼❊◆❚ ❙❚❘❆❚❊●■❊❙
▲✐♥❦ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
• zi,l ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts ✢♦✇✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❧✐♥❦ l ∈ ♣❛t❤[i→
r] ✇❤❡♥ ❝❧✐❡♥t i ❛❝❝❡ss❡s ❛♥② ♦❢ ✐ts s❡r✈❡rs ✐♥ ❙❡r✈❡rs(i)
• ■❢ l /∈ ♣❛t❤[i→ r] ✇❡ ❞✐r❡❝t❧② s❡t zi,l = 0✳
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ❛s t❤❡ t♦t❛❧ st♦r❛❣❡ ❝♦st st✐❧❧ ✇r✐t❡s
∑
j∈N s❝jxj ✳ ❇✉t
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♠✉st ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❋✐rst t❤♦s❡ ❢♦r s❡r✈❡r ❛♥❞ ❧✐♥❦ ✉s❛❣❡✿
• ❊✈❡r② r❡q✉❡st ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ s❡r✈❡r✿
∀i ∈ C,
∑
j∈❆♥❝❡st♦rs(i)
yi,j = ri
• ❆❧❧ r❡q✉❡sts ❢r♦♠ i ∈ C ✉s❡ t❤❡ ❧✐♥❦ t♦ ✐ts ♣❛r❡♥t✿
zi,i→♣❛r❡♥t(i) = ri
• ▲❡t i ∈ C✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② ❧✐♥❦ l : j → j′ = ♣❛r❡♥t(j) ∈ ♣❛t❤[i→ r]✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡q✉❡sts
❢r♦♠ i ✇❤✐❝❤ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ l ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ♥♦❞❡ j′✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s ✇✐❧❧ ✢♦✇
✉♣✇❛r❞s t❤r♦✉❣❤ ❧✐♥❦ s✉❝❝(l)✿
∀i ∈ C,∀l : j → j′ = ♣❛r❡♥t(j) ∈ ♣❛t❤[i→ r],
zi,s✉❝❝(l) = zi,l − yi,j′
❚❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ s❡r✈❡r ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞✿
∀j ∈ N ,
∑
i∈C
yi,j ≤❲jxj
◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✐❢ j ✐s t❤❡ s❡r✈❡r ❢♦r ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ r❡q✉❡sts ❢r♦♠ i✱ t❤❡r❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛
r❡♣❧✐❝❛ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ♥♦❞❡ j✳ ❆❧t♦❣❡t❤❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r t❤❡
▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧✐❝②✳
✷✳✷✳✸ ❆ ▼✐①❡❞ ■♥t❡❣❡r ▲P✲❇❛s❡❞ ▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞
❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠s ❝♦♥t❛✐♥ ❜♦♦❧❡❛♥ ♦r ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡
s❡♥s❡ t♦ ❛ss✐❣♥ ❤❛❧❢ ❛ r❡q✉❡st ♦r t♦ ♣❧❛❝❡ ♦♥❡ t❤✐r❞ ♦❢ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ♦♥ ❛ ♥♦❞❡✳ ■t ❤❛s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞
✐♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡s ✐❢ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝❝❡ss ♣♦❧✐❝②✱ ❜✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥♥♦t ❜❡
s♦❧✈❡❞ ❢♦r ♣❧❛t❢♦r♠s ♦❢ s✐③❡ s = |C|+ |N | > 50✳ ❚❤✉s ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✉s❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡
♣r♦❜❧❡♠s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ st✐❧❧ r❡❧❛① t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ s♦❧✈❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧
✈❛r✐❛❜❧❡s t❛❦❡ r❛t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❡❞ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✭✐♥ t❤❡♦r② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ♠❡t❤♦❞ ❬✻✵❪✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ s♦❢t✇❛r❡
♣❛❝❦❛❣❡s ❬✶✼✱ ✸✹❪✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐ts ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥
t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛♥② ✈❛❧✐❞ ✭✐♥t❡❣❡r✮ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s t❤❡ ♠♦st s❡♥s❡ ❢♦r t❤❡
▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧✐❝②✱ ❜❡❝❛✉s❡ s❡✈❡r❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ s❡r✈❡rs ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❜② t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠✳ ❋♦r
❛❧❧ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s✐③❡✱ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ r❡t✉r♥s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❢❡✇
✷✳✸✳ ❍❊❯❘■❙❚■❈❙ ❋❖❘ ❚❍❊ ❘❊P▲■❈❆ ❈❖❙❚ P❘❖❇▲❊▼ ✷✾
♠✐♥✉t❡s✳ ❲❡ t❡st❡❞ ✉♣ t♦ s❡✈❡r❛❧ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❝❧✐❡♥ts✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❢♦✉♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥
✇✐t❤✐♥ t❡♥ s❡❝♦♥❞s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r tr❡❡s ✇✐t❤ ✉♣ t♦ s = 400 ♥♦❞❡s ❛♥❞
❝❧✐❡♥ts ❜② ✉s✐♥❣ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ❢❡✇❡r
✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ tr❡❛t t❤❡ yi,j ❛♥❞ zi,l ❛s r❛t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡ t❤❡ xj t♦ ❜❡
✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ s❡t t♦ 1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡♣❧✐❝❛ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♥♦❞❡✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r❜✐❞❞✐♥❣ t♦ s❡t 0 < xj < 1 ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❣❡t ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ s❡r✈❡r ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥❧② ❛t ✺✵✪ ♦❢ ✐ts ❝❛♣❛❝✐t②✱ t❤✉s s❡tt✐♥❣
x = 0.5 ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛❧❧ r❡q✉❡sts ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞❀ ❜✉t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢
♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛ ❛t t❤✐s ♥♦❞❡ ✐s ❤❛❧✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❝♦rr❡❝t✿ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❝❛♥ ♣❧❛❝❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ♦r ♥♦t
❜✉t ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❧❛❝❡ ❤❛❧❢ ♦❢ ❛ r❡♣❧✐❝❛✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞r❛st✐❝ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡ ✉♥r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ ❣♦♦❞ ♥❡✇s ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ r❡✜♥❡❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ♣r♦❜❧❡♠ s✐③❡s ✉♣ t♦ s = 400✱ ✉s✐♥❣ ●▲P❑ ❬✸✹❪✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ r❡✜♥❡❞
❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
✷✳✸ ❍❡✉r✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦st Pr♦❜❧❡♠
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❈❧♦s❡st ✱ ❯♣✇❛r❞s ❛♥❞ ▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② st❛t❡❞✱ ♦✉r ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❆❧❧ t❤❡ ❡✐❣❤t ❤❡✉r✐st✐❝s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇ ❤❛✈❡ ❛ ✇♦rst ❝❛s❡
q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(s2)✱ ✇❤❡r❡ s = |C| + |N | ✐s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s✐③❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧❧ ❤❡✉r✐st✐❝s
♣r♦❝❡❡❞ ❜② tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ tr❡❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛✈❡rs❛❧s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡s ✭❛♥❞ ✐s ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✮✳
❚❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳
✷✳✸✳✶ ❈❧♦s❡st
❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❤❡✉r✐st✐❝s ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❈❧♦s❡st ♣♦❧✐❝② t❤r♦✉❣❤ ❛ t♦♣✲❞♦✇♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
t❤✐r❞ ❤❡✉r✐st✐❝ ✉s❡s ❛ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
✶✳ ❈❧♦s❡st ❚♦♣ ❉♦✇♥ ❆❧❧ ✭❈❚❉❆✮ ✕ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❜r❡❛❞t❤✲✜rst tr❛✈❡rs❛❧
♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ❊✈❡r② t✐♠❡ ❛ ♥♦❞❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ r❡q✉❡sts ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✐♥ ✐ts s✉❜tr❡❡✱
t❤❡ ♥♦❞❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ s❡r✈❡r✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❧♦r❡ ❢✉rt❤❡r t❤❛t s✉❜tr❡❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✾✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦ ♠♦r❡ s❡r✈❡rs ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ ❛ tr❡❡ tr❛✈❡rs❛❧✳
✷✳ ❈❧♦s❡st ❚♦♣ ❉♦✇♥ ▲❛r❣❡st ❋✐rst ✭❈❚❉▲❋✮ ✕ ❚❤❡ tr❡❡ ✐s tr❛✈❡rs❡❞ ✐♥ ❜r❡❛❞t❤✲✜rst
♠❛♥♥❡r s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❈❚❉❆✱ ❜✉t ✇❡ tr❡❛t t❤❡ s✉❜tr❡❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠♦st r❡q✉❡sts ✜rst✳
❆❧s♦✱ t❤❡ tr❡❡ tr❛✈❡rs❛❧ ✐s st♦♣♣❡❞ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❧❛❝❡❞ ✭❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛❣❛✐♥✮✳
✸✳ ❈❧♦s❡st ❇♦tt♦♠ ❯♣ ✭❈❇❯✮ ✕ ❙t✐❧❧ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❧♦s❡st ♣♦❧✐❝②✱ t❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ♣❡r❢♦r♠s
❛ ❜♦tt♦♠✲✉♣ tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ❆ ♥♦❞❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s s❡r✈❡r ✐❢ ✐t ❝❛♥ ♣r♦❝❡ss ❛❧❧ t❤❡ r❡q✉❡sts ♦❢
t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✐♥ ✐ts s✉❜tr❡❡✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✵ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
✸✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❘❊P▲■❈❆ P▲❆❈❊▼❊◆❚ ❙❚❘❆❚❊●■❊❙
✷✳✸✳✷ ❯♣✇❛r❞s
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❯♣✇❛r❞s ♣♦❧✐❝②✱ ♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ t♦♣✲❞♦✇♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♦t❤❡r
✉s✐♥❣ ❛ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
✹✳ ❯♣✇❛r❞s ❚♦♣ ❉♦✇♥ ✭❯❚❉✮ ✕ ❚❤❡ t♦♣ ❞♦✇♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦r❦s ✐♥ t✇♦ ♣❛ss❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst
♣❛ss ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✷✮✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✇❤♦s❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❡①❤❛✉st❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts ✐♥ ✐ts
s✉❜tr❡❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜② tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ tr❡❡ ✐♥ ❞❡♣t❤✲✜rst ♠❛♥♥❡r✳ ❲❤❡♥ ❛ s❡r✈❡r ✐s ❝❤♦s❡♥✱ ✇❡ ❞❡❧❡t❡
❛s ♠✉❝❤ ❝❧✐❡♥ts ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡✐r ri✲✈❛❧✉❡s✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ s❡r✈❡r ❝❛♣❛❝✐t② ✐s
r❡❛❝❤❡❞ ♦r ♥♦ ♦t❤❡r ❝❧✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❧❡t❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡❧❡t❡✲♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✶✳ ■❢
♥♦t ❛❧❧ r❡q✉❡sts ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s❡r✈❡rs✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛ss ✐s st❛rt❡❞✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡
✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✸✮ s❡r✈❡rs ✇✐t❤ r❡♠❛✐♥✐♥❣ r❡q✉❡sts ❛r❡ ❛❞❞❡❞✳
✺✳ ❯♣✇❛r❞s ❇✐❣ ❈❧✐❡♥t ❋✐rst ✭❯❇❈❋✮ ✕ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r t❤❡ ❯♣✇❛r❞s ♣♦❧✐❝② ✇♦r❦s
✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② t❤❛♥ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ❤❡r❡ ✐s t♦ tr❡❛t ❛❧❧
❝❧✐❡♥ts ✐♥ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡✐r ri ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ s❡r✈❡r ✇✐t❤
♠✐♥✐♠❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝❛♣❛❝✐t② t❤❛t ❝❛♥ tr❡❛t ❛❧❧ ✐ts r❡q✉❡sts ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✹✮✳
✷✳✸✳✸ ▼✉❧t✐♣❧❡
✻✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❚♦♣ ❉♦✇♥ ✭▼❚❉✮ ✕ ❚❤❡ t♦♣✲❞♦✇♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧✐❝② ✐s s✐♠✐❧❛r
t♦ ❯❚❉✱ ✇✐t❤ ♦♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡✿ t❤❡ ❞❡❧❡t❡✲♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✺✮✳ ❋♦r ❯♣✇❛r❞s ✱
r❡q✉❡sts ♦❢ ❛ ❝❧✐❡♥t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ s❡r✈❡r✱ ❛♥❞ ✐t ♠❛② ♦❝❝✉r t❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ ❞❡❧❡t❡✲
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛ s❡r✈❡r ❤❛s st✐❧❧ s♦♠❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❧❡❢t t♦ tr❡❛t ♠♦r❡ r❡q✉❡sts✱ ❜✉t ❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❧✐❡♥ts
❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡q✉❡sts t❤❛♥ t❤✐s ❧❡❢t♦✈❡r ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❋♦r ▼✉❧t✐♣❧❡✱ r❡q✉❡sts ♦❢ ❛ ❝❧✐❡♥t
❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ s❡r✈❡rs✳ ❙♦ ✐❢ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❡t❡✲♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❡ s❡r✈❡r st✐❧❧ ❤❛s
s♦♠❡ ❝❛♣❛❝✐t②✱ ✇❡ ❞❡❧❡t❡ t❤✐s ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡q✉❡sts ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ri✳
✼✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❇♦tt♦♠ ❯♣ ✭▼❇❯✮ ✕ ❚❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ▼❚❉✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ✇❡ ♣❡r❢♦r♠
❛ ❜♦tt♦♠✲✉♣ tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛ss✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❛r❡ ❞❡❧❡t❡❞ ✐♥ ♥♦♥✲
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡✐r ri✲✈❛❧✉❡s✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✻ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✜rst ♣❛ss ✭s❡r✈❡rs ✇✐t❤ ❡①❤❛✉st❡❞
❝❛♣❛❝✐t②✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛ss ✇❤✐❝❤ ❛❞❞s ❡①tr❛ s❡r✈❡rs ✐❢ r❡q✉✐r❡❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✼✳
✽✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ●r❡❡❞② ✭▼●✮ ✕ ❚❤✐s ❧❛st ❤❡✉r✐st✐❝ ❣r❡❡❞✐❧② ❛❧❧♦❝❛t❡s r❡q✉❡sts t♦ s❡r✈❡rs ✐♥ ❛
❜♦tt♦♠✲✉♣ tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱ t❤✉s ❛❧✇❛②s ✜♥❞✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡✱ ❜✉t ♣♦ss✐❜❧② ❛t ❛♥
❡①♣❡♥s✐✈❡ ❝♦st✳
✷✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts
❲❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝❝❡ss ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ tr❡❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐①❡❞ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ s✐♠✐❧❛r
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❲❡ ♦✉t❧✐♥❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s✐③❡✿ s = |C|+|N |✳
✷✳✹✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❙ ✸✶
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LP
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛s❡ ✲ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss✳
✷✳✹✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ P❧❛♥
❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ♦✉r tr❡❡ ♥❡t✇♦r❦s ✐s t❤❡ ❧♦❛❞✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣♦✇❡r✿ λ =
P
i∈C riP
j∈N ❲i
. ❲❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ 30
tr❡❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♥✐♥❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ s❡❧❡❝t❡❞ ✭λ = 0.1, 0.2, ..., 0.9✮✳ ❚❤❡ tr❡❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❛♥❞♦♠❧②
❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ s✐③❡ 15 ≤ s ≤ 400✳ ❲❤❡♥ λ ✐s s♠❛❧❧✱ t❤❡ tr❡❡ ❤❛s ❛ ❧✐❣❤t r❡q✉❡st ❧♦❛❞✱
✇❤✐❧❡ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ ✐♠♣❧② ❛ ❤❡❛✈② ❧♦❛❞ ♦♥ t❤❡ s❡r✈❡rs✳ ❲❡ t❤❡♥ ❡①♣❡❝t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❤❛✈❡
❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❧❡ss ❢r❡q✉❡♥t❧②✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛♠❜❞❛ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤✐❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ s♦❧✈❛❜❧❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ✇❡
❝❛♥♥♦t ❡①♣❡❝t ❛ r❡s✉❧t ✇✐t❤ ♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤
❤❡✉r✐st✐❝ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ λ✱ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❡❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡t Tλ ❜❡ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ tr❡❡s ✇✐t❤ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ h ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② 1|Tλ|
∑
t∈Tλ
costLP (t)
costh(t)
✱ ✇❤❡r❡ costLP (t) ✐s
t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❝♦st r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ♦♥ tr❡❡ t✱ ❛♥❞ costh(t) ✐s t❤❡ ❝♦st ✐♥✈♦❧✈❡❞
❜② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❤❡✉r✐st✐❝ h✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❢❛✐r ✈❡rs✉s ❤❡✉r✐st✐❝s ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r
s✉❝❝❡ss r❛t❡✱ ✇❡ s❡t costh(t) = +∞ ✐❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❞✐❞ ♥♦t ✜♥❞ ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥✳
❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜♦t❤ ♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s ✭❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠✮ ❛♥❞ ♦♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♦♥❡s ✭❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦st ♣r♦❜❧❡♠✮✳
✸✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❘❊P▲■❈❆ P▲❆❈❊▼❊◆❚ ❙❚❘❆❚❊●■❊❙
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛s❡ ✲ ❘❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
✷✳✹✳✷ ❘❡s✉❧ts
❆ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛ ❈❧♦s❡st ♦r ❯♣✇❛r❞s ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧✇❛②s ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡
♣♦❧✐❝②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❧❡ss ❝♦♥str❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠✐① r❡s✉❧ts ✐♥t♦ ❛ ♥❡✇ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r
t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧✐❝②✱ ❝❛❧❧❡❞ ▼✐①❡❞❇❡st ✭▼❇✮✱ ✇❤✐❝❤ s❡❧❡❝ts ❢♦r ❡❛❝❤ tr❡❡ t❤❡ ❜❡st ❝♦st r❡t✉r♥❡❞
❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡✐❣❤t ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❙✐♥❝❡ ▼● ♥❡✈❡r ❢❛✐❧s t♦ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡✱ ▼❇ ✇✐❧❧
♥❡✐t❤❡r ❢❛✐❧ ❡✐t❤❡r✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❚❤❡
✉♣♣❡r ❝✉r✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ▼● ❛♥❞ ▼❇
❤❡✉r✐st✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡② ❛❧✇❛②s ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❯❇❯ ❤❡✉r✐st✐❝
s❡❡♠s ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t✱ s✐♥❝❡ ✐t ✜♥❞s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ t❤❛♥ ▼❚❉ ❛♥❞ ▼❇❯✱ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦
▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❯❚❉✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦r❦s ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t♦ ▼❚❉ ❛♥❞ ▼❇❯✱ ✜♥❞s
❧❡ss s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❢✉rt❤❡r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❯♣✇❛r❞s ♣♦❧✐❝②✳
❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❛❧❧ t❤❡ ❈❧♦s❡st ❤❡✉r✐st✐❝s ✜♥❞ ❢❡✇❡r s♦❧✉t✐♦♥s ❛s s♦♦♥ ❛s λ r❡❛❝❤❡s ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s✿
t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❈❚❉❆✱ ❈❚❉▲❋ ❛♥❞ ❈❇❯✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ✜♥❞ t❤❡ s❛♠❡
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❧♦s❡st ♣♦❧✐❝②✿ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts
✐s ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ tr❡❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ ❝❤❛♥❝❡ t❤❛t ❛ s❡r✈❡r
❝❛♥ ♣r♦❝❡ss ❛❧❧ t❤❡ r❡q✉❡sts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ✐ts s✉❜tr❡❡✱ ❛♥❞ r❡q✉❡sts ❝❛♥♥♦t tr❛✈❡rs❡ t❤✐s s❡r✈❡r
t♦ ❜❡ s❡r✈❡❞ ❜② ❛ s❡r✈❡r ❧♦❝❛t❡❞ ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ tr❡❡✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ♣♦❧✐❝✐❡s
❤❛✈❡ ❛ str✐❦✐♥❣ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ▲P✲❜❛s❡❞
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ✐s r❡s♣❡❝t❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ▼✉❧t✐♣❧❡ ✐s
❜❡tt❡r t❤❛♥ ❯♣✇❛r❞s ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❈❧♦s❡st ✳ ❆❧t♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ▼✐①❡❞❇❡st
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛s❡ ✲ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss✳
❤❡✉r✐st✐❝ ▼❇ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛❧✇❛②s ♣✐❝❦ ✉♣ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧t✱ t❤❡r❡❜② r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✈❡r② s❛t✐s❢②✐♥❣
r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦st ❢♦r t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❣r❡❡❞② ▼● s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r
s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ✱ ❜✉t ♣r♦✈❡s t♦ ❜❡ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❤❡✉r✐st✐❝ t♦
✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r s✉❝❤ ✐♥st❛♥❝❡s✳
❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ▼❇ ❛❧✇❛②s ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ✽✺✪✱
t❤✉s r❡t✉r♥✐♥❣ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ❝♦st ✇✐t❤✐♥ 17% ♦❢ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ▲P✲❜❛s❡❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✈❡r②
s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
r✉♥♥✐♥❣ ❛❧❧ ❤❡✉r✐st✐❝s t❛❦❡s ❧❡ss t❤❛♥ ❛ ♠✐♥✉t❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ▲P s♦❧✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ✉♣ t♦ s❡✈❡r❛❧
❤♦✉rs✳
❚❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s✉❧ts ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✮ ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
♦♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❛t ♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ♥♦t ♠✉❝❤ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡
♣❧❛t❢♦r♠✳
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❈❤❛♣t❡r ✸
▼✉❧t✐✲❈r✐t❡r✐❛ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t ✇✐t❤ ◗♦❙ ❛♥❞ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦st
✇✐t❤ ◗♦❙ ❛♥❞ ❇❛♥❞✇✐❞t❤✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t ✇✐t❤ ◗♦❙ ❛s ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✐s
s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t s❡✈❡r❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳
✸✳✶ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❘❡s✉❧ts
❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛
❈♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s❡r✈❡rs✮✳ ❇♦❧❞ ✐t❡♠s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤♦s❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❛❞✲
❞r❡ss✐♥❣ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✹✻❪ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡
❈❧♦s❡st ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❯♣✲
✇❛r❞s ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤♦✉t ◗♦❙✳ ❚❤✐s ✇❛s ❛ s✉r♣r✐s✐♥❣ r❡s✉❧t✱ t♦ ❜❡ ❝♦♥tr❛st❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧✐❝② ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❈❢✳ ❈❤❛♣t❡r ✷✮✳
✸✳✶✳✶ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣ ✇✐t❤ ◗♦❙
❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤
◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇✐t❤♦✉t ◗♦❙✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s
❛ ❝❧❡❛r ✐♥s✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣ ✇✐t❤ ◗♦❙ ❛♥❞ t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ str❛t❡❣② ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❡❛r❧② ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ◆P✿ ❣✐✈❡♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② ✐♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ t❤❛t ❛❧❧ r❡q✉❡sts ❛r❡ s❡r✈❡❞✱ t❤❛t ❛❧❧ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛♥❞ t❤❛t ♥♦
s❡r✈❡r ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❡①❝❡❡❞❡❞✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣✳ ❇♦❧❞ ✐t❡♠s
❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳
❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✴◗♦❙ ❍♦♠✳✴◗♦❙✴❇❛♥❞✇✐❞t❤
❈❧♦s❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❬✷✷✱ ✹✻❪ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❬✹✻❪ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❯♣✇❛r❞s ◆P✲❤❛r❞ ◆P✲❤❛r❞ ◆P✲❤❛r❞
▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ◆P✲❤❛r❞ ◆P✲❤❛r❞
✸✺
✸✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ▼❯▲❚■✲❈❘■❚❊❘■❆ ❖P❚■▼■❩❆❚■❖◆ P❘❖❇▲❊▼❙
a1 a2 a2mb1 b2 b2m
n2m+1
n2m+2
n2m+3
n1 n2 n2m
W = S
2
+ 1
1
1
1
1
n3m−1
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❚❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳
❚♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✷✲P❆❘❚■❚■❖◆✲❊◗❯❆▲ ❬✸✷❪✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ I1 ♦❢ ✷✲P❆❘❚■❚■❖◆✲❊◗❯❆▲✿ ❣✐✈❡♥ 2m ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs a1, a2, . . . , a2m✱
❞♦❡s t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ s✉❜s❡t I ⊂ {1, . . . , 2m} ♦❢ ❝❛r❞✐♥❛❧ m s✉❝❤ t❤❛t
∑
i∈I ai =
∑
i/∈I ai✳ ▲❡t
S =
∑2m
i=1 ai✱ W =
S
2 ❛♥❞ bi =
S
2 − 2ai ❢♦r 1 ≤ i ≤ 2m✳ ❲❡ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥st❛♥❝❡ I2 ♦❢
♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✮✿
• Pr♦❜❧❡♠ s✐③❡✿ t❤❡r❡ ❛r❡ 5m− 1 ❝❧✐❡♥ts ci ❛♥❞ 3m− 1 ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡s nj ✿
• ◆♦❞❡s✿ ❢♦r 1 ≤ j ≤ 2m✱ ♥♦❞❡ nj ❤❛s ❝❛♣❛❝✐t② s❝j = ❲j = W
✲ ❋♦r 1 ≤ j ≤ 2m✱ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♦❢ ♥♦❞❡ nj ✐s ♥♦❞❡ n2m+1
✲ ❋♦r 2m+ 1 ≤ j ≤ 3m− 2✱ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♦❢ ♥♦❞❡ nj ✐s ♥♦❞❡ nj+1
✲ ◆♦❞❡ n3m−1 ✐s t❤❡ r♦♦t r ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳
• ❈❧✐❡♥ts✿
✲ ❋♦r 1 ≤ i ≤ 2m✱ ❝❧✐❡♥t ci ❤❛s ri = ai r❡q✉❡sts ♦❢ ◗♦❙ qi = 2✱ ❛♥❞ ✐ts ♣❛r❡♥t ✐s ♥♦❞❡ ni
✲ ❋♦r 2m+ 1 ≤ i ≤ 4m✱ ❝❧✐❡♥t ci ❤❛s ri = bi−2m r❡q✉❡sts ♦❢ ◗♦❙ qi = m✱ ❛♥❞ ✐ts ♣❛r❡♥t ✐s
♥♦❞❡ ni−2m
✲ ❋♦r 4m + 1 ≤ i ≤ 5m − 1✱ ❝❧✐❡♥t ci ❤❛s ri = 1 r❡q✉❡st ♦❢ ◗♦❙ qi = 1 ❛♥❞ ✐ts ♣❛r❡♥t ✐s
♥♦❞❡ ni−2m✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛s❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t♦t❛❧ st♦r❛❣❡ ❝♦st (2m− 1)W ✱ ✐✳❡✳✱ ✇✐t❤
2m− 1 s❡r✈❡rs✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ I2 ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭❛♥❞ ❡✈❡♥ ❧✐♥❡❛r✮ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ I1✳ ❲❡ ♥♦✇
s❤♦✇ t❤❛t ✐♥st❛♥❝❡ I1 ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐♥st❛♥❝❡ I2 ❞♦❡s✳
❙✉♣♣♦s❡ ✜rst t❤❛t I1 ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❛ss✐❣♥ ❛ r❡♣❧✐❝❛ t♦ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ni✱ i ∈ I ✭❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s
t❤❡r❡ ❛r❡ m ♦❢ t❤❡♠✮✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ m− 1 t♦♣ ♥♦❞❡s n2m+1 t♦ n3m−1✳ ❆❧❧ m− 1 ❝❧✐❡♥ts
✇✐t❤ ◗♦❙ 1 ❛r❡ s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡✐r ♣❛r❡♥t✳
✸✳✶✳ ❈❖▼P▲❊❳■❚❨ ❘❊❙❯▲❚❙ ✸✼
❋♦r 1 ≤ i ≤ 2m t❤❡r❡ ❛r❡ t♦✇ ❝❛s❡s✿
✲ ■❢ i ∈ I✱ ❜♦t❤ ❝❧✐❡♥ts ci ❛♥❞ ci+2m ❛r❡ s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡✐r ♣❛r❡♥t ni✳ ◆♦❞❡ ni s❡r✈❡s ❛ t♦t❛❧ ♦❢
ai + bi =
S
2 − ai ≤W r❡q✉❡sts✳
✲ ■❢ i /∈ I✱ ❝❧✐❡♥t ci ✐s s❡r✈❡❞ ❜② ♥♦❞❡ n2m+1 ❛♥❞ ❝❧✐❡♥t ci+2m ✐s s❡r✈❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ❛♥❝❡st♦rs
♦❢ n2m+1✱ ✐✳❡✳✱ ♥♦❞❡s n2m+2 t♦ n3m−1✳ ◆♦❞❡ n2m+1✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ s❡r✈❡s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ r❡q✉❡st ♦❢
❝❧✐❡♥t c2m+1✱ s❡r✈❡s ❛ t♦t❛❧ ♦❢
∑
i/∈I ai + 1 = W r❡q✉❡sts✳ ❚❤❡ m− 2 ❛♥❝❡st♦rs ♦❢ n2m+1 r❡❝❡✐✈❡
t❤❡ ❧♦❛❞
∑
i/∈I bi = mS−2S✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ s❡r✈❡ m−2 ❝❧✐❡♥ts ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡q✉❡st✱ ❤❡♥❝❡ ❛ ❛ t♦t❛❧
❧♦❛❞ ♦❢ (m− 2)S +m− 2 = (m− 2)W r❡q✉❡sts t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✳ ❚❤✐s ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡
s✉♠ ♦❢ t❤❡✐r ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ❛♥② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✇✐❧❧ ❞♦ t❤❡ ❥♦❜✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡q✉❡sts t♦ s❡r✈❡rs ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆❧❧ r❡q✉❡sts
✇✐t❤ ◗♦❙ 1 ❛r❡ s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❡♥t ♥♦❞❡✳ ❆❧❧ r❡q✉❡sts ✇✐t❤ ◗♦❙ 2✱ ✐✳❡✳✱ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ ai✱ ❛r❡ s❡r✈❡❞
❡✐t❤❡r ❜② t❤❡ ♣❛r❡♥t ♥♦❞❡ ✭✐❢ i ∈ I✮ ♦r ❜② t❤❡ ❣r❛♥❞♣❛r❡♥t ♥♦❞❡ ✭✐❢ i /∈ I✮✳ ❆❧t♦❣❡t❤❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ I2✳
❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t I2 ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ 2m−1 s❡r✈❡rs✳ ◆❡❝❡ss❛r✐❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡♣❧✐❝❛ ❧♦❝❛t❡❞
✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t♦♣ m− 1 ♥♦❞❡s n2m+1 t♦ n3m−1✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ s♦♠❡ r❡q✉❡st ✇✐t❤ ◗♦❙ 1 ✇♦✉❧❞ ♥♦t
❜❡ s❡r✈❡❞ s❛t✐s❢❛❝t♦r✐❧②✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♥♦❞❡s s❡r✈❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ r❡q✉❡sts✱ ❤❡♥❝❡ ❤❛s r❡♠❛✐♥✐♥❣
❝❛♣❛❝✐t② W − 1 = S2 ✳
❚❤❡r❡ r❡♠❛✐♥ m s❡r✈❡rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛♠♦♥❣ ♥♦❞❡s n1 t♦ n2m✳ ▲❡t I ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s
♦❢ t❤♦s❡ m ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ r❡♣❧✐❝❛✳ ◆❡❝❡ss❛r✐❧②✱ r❡q✉❡sts ai✱ ✇✐t❤ i ∈ I✱ ❛r❡
s❡r✈❡❞ ❜② ♥♦❞❡ n2m+1✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❍❡♥❝❡
∑
i∈I ai ≤
S
2 ✳ ◆❡①t✱ ❛❧❧ r❡q✉❡sts
ai ❛♥❞ bi✱ ✇✐t❤ i ∈ I✱ ❛r❡ s❡r✈❡❞ ❜② ♥♦❞❡s n2m+1 t♦ n3m−1✱ ✇❤♦s❡ t♦t❛❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s
(m− 1)S2 ✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ (
∑
i∈I ai) + (m
S
2 − 2
∑
i∈I ai) s✉❝❤ r❡q✉❡sts✱ ❤❡♥❝❡
m
S
2
−
∑
i∈I
ai ≤ (m− 1)
S
2
.
❋r♦♠ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❛t
∑
i∈I ai ≥
S
2 ✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❤❛✈❡
∑
i∈I ai =
S
2 ✱ ✇✐t❤ |I| = m✱
❤❡♥❝❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ I2✳

❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ❛❧❧ t❤r❡❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✭❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
s❡r✈❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ❈❧♦s❡st ✱ ❯♣✇❛r❞s ❛♥❞ ▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧✐❝✐❡s✮ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✐t❤♦✉t ◗♦❙
❝♦♥str❛✐♥ts ✭❈❢✳ ❈❤❛♣t❡r ✷✮✳
✸✳✶✳✷ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦st ✇✐t❤ ◗♦❙ ❛♥❞ ❇❛♥❞✇✐❞t❤
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳ ❚❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦st ✇✐t❤ ◗♦❙ ❛♥❞ ❇❛♥❞✇✐❞t❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❧♦s❡st
str❛t❡❣② ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳
Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♦✉t❧✐♥❡ ❜❡❧♦✇ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❝❛❧❧❡❞ ❖❘P ✱ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ 
❋♦r ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ♠♦❞✐❢② ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ▲✐♥✱ ▲✐✉ ❛♥❞ ❲✉ ❬✹✻❪ ❢♦r ❘❡♣❧✐❝❛
❈♦st ✇✐t❤ ◗♦❙ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❧♦s❡st ♣♦❧✐❝②✳ ❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡✐r ❛❧❣♦r✐t❤♠ P❧❛❝❡✲r❡♣❧✐❝❛✱ ✇❡
❤❛✈❡ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠✿ ✇❡ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ tr❡❡ T ✐♥ ❛ tr❡❡ T ∗ ❜② ❛❞❞✐♥❣
❛ ♥❡✇ r♦♦t r+ ❛s ❢❛t❤❡r ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r♦♦t r ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✭❛✮✮✳ r+ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ r ✈✐❛ ❛ ❧✐♥❦
l0✱ ✇❤❡r❡ ❇❲(l0) = 0✳ ❆s t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ 0✱ ♥♦ r❡q✉❡sts ❝❛♥ ♣❛ss ❛❜♦✈❡ r✱ s♦ t❤❛t
t❤✐s ❛rt✐✜❝✐❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❛♥② tr❡❡✲♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡
♠❛❦❡ t❤✐s ❝❤❛♥❣✐♥❣ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r♦♦t r ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛
♦r ♥♦t✳
✸✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ▼❯▲❚■✲❈❘■❚❊❘■❆ ❖P❚■▼■❩❆❚■❖◆ P❘❖❇▲❊▼❙
r
r+
0
T
✭❛✮ ❆♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ T ∗
v1 vj
v
w(v1) w(vj) w(vn)
q(v1) q(vj) q(vn)
vn
✭❜✮ ◆♦❞❡ v ❜❡❢♦r❡ ✳✳✳
v
w(v) =
P
1≤j≤n w(vj)
(min1≤j≤n q(vj))− 1
✭❝✮ ✳✳✳ ❛♥❞ ❛❢t❡r s✉♣♣r❡ss✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
❆ ❢✉rt❤❡r✱ ♦♥❧② ❢♦r♠❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❝❧✐❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ tr❡❡ ❛♥❞
❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♣❛r❡♥ts ❛s ❧❡❛✈❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛r❡♥t p ✇❤♦
❤❛s ♦♥❧② ❧❡❛❢✲❝❤✐❧❞r❡♥ v1, .., vn✱ ✇❡ ❛ss✐❣♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡q✉❡sts ♦❢ t❤❡ vj ❛s ✐ts r❡q✉❡sts w(p)✱
✐✳❡✳✱ w(p) =
∑
1≤j≤nw(vj)✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ◗♦❙ ✐s s❡t t♦ (min1≤j≤n q(vj)) − 1✳ ✭❋✐❣✉r❡s ✸✳✷✭❜✮
❛♥❞ ✸✳✷✭❝✮ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛s ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❈❧♦s❡st ♣♦❧✐❝②
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛❧❧ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ s❡r✈❡r✳ ❋r♦♠ t❤♦s❡ ♣❛r❡♥ts ✇❤♦ ❤❛✈❡ s♦♠❡
❧❡❛❢✲❝❤✐❧❞r❡♥ v1, .., vn✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♥♦♥✲❧❡❛❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ vn+1, .., vm✱ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞
❝♦♠♣❧❡t❡❧②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❧❡❛❢✲❝❤✐❧❞r❡♥ v1, .., vn ❛r❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ t♦ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❝❧✐❡♥t c ✇✐t❤
r❡q✉❡sts w(c) =
∑
1≤j≤nw(vj) ❛♥❞ ◗♦❙ q(c) = min1≤j≤n q(vj)✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤✐s ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❈❧♦s❡st ❛❝❝❡ss ♣♦❧✐❝②✳
❖❘P ✇♦r❦s ✐♥ t✇♦ ♣❤❛s❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ s❡r✈❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡♣❧✐❝❛ ♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s♦♠❡ ♥❡✇ t❡r♠s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳
❚❡r♠✐♥♦❧♦❣②
❲♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ tr❡❡ T ∗ ✇✐t❤ r♦♦t r+✱ ✇❡ ♥♦t❡ t(v) t❤❡ s✉❜tr❡❡ r♦♦t❡❞ ❜② ♥♦❞❡ v✱ ❛♥❞ t′(v) =
t(v) − v✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❢♦r❡st ♦❢ tr❡❡s r♦♦t❡❞ ❛t v✬s ❝❤✐❧❞r❡♥✳ ❚❤❡ i✲t❤ ❛♥❝❡st♦r ♦❢ ♥♦❞❡ v✱ tr❛✈❡rs✐♥❣
t❤❡ tr❡❡ ✉♣ t♦ t❤❡ r♦♦t✱ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② a(v, i)✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳
❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ m(T ∗) t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② s❡t ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s t❤❛t ❤❛s
t♦ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ tr❡❡ T s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ r❡q✉❡sts ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❜② ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t②
♦❢ W ✭r❡s♣❡❝t✐♥❣ ◗♦❙ ❛♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts✮✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r m(t(v)) ❞❡♥♦t❡s t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t′(v)✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ r❡q✉❡sts ♦♥
♥♦❞❡ v ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ W ✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ C✳ C(v, i) ❞❡♥♦t❡s t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts ♦♥ ♥♦❞❡ a(v, i) ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ❜② t(v) ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ m(t(v)) r❡♣❧✐❝❛s ✐♥
t′(v) ❛♥❞ ♥♦♥❡ ♦♥ a(v, j) ❢♦r 0 ≤ j < i✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇ ✭❈❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✳
❇✉t ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ❧❛st ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡t e(v, i) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ ♥♦❞❡ v t❤❛t ❤❛✈❡ t♦
❜❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ r❡q✉❡sts ♦♥ ♥♦❞❡ a(v, i) ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ W ✱ t❤❡r❡
❛r❡ ❡①❛❝t❧② m(t(v)) r❡♣❧✐❝❛s ✐♥ t′(v) ❛♥❞ ♥♦♥❡ ♦♥ a(v, j) ❢♦r 0 ≤ j < i ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t(v)
♦♥ a(v, i) ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✳
✸✳✶✳ ❈❖▼P▲❊❳■❚❨ ❘❊❙❯▲❚❙ ✸✾
P❤❛s❡ ✶✿ ❇♦tt♦♠ ✉♣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ s❡t e✱ ❛♠♦✉♥t m ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ C
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ e✱ m ❛♥❞ C ✐s ❛ ❜♦tt♦♠ ✉♣ ♣r♦❝❡ss✱ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ t✇♦ ❝❛s❡s✳
✶✳ v ✐s ❛ ❧❡❛❢ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ e ❛♥❞m ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✳ C(v, i) ✐s w(v) ✇❤❡♥ (i ≤ q(v) ∧ w(v) ≤ min❇❲ ♣❛t❤[v → a(v, i)])✱ ❛♥❞ ✐♥✜♥✐t②
♦t❤❡r✇✐s❡✳
❲❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ❤❛s ♠♦r❡ r❡q✉❡sts t❤❛♥ W ♦r ✐❢
t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts t♦ ✐ts ♣❛r❡♥t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✳
✷✳ v ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ ✇✐t❤ ❝❤✐❧❞r❡♥ v1, . . . , vn
i = 0✿ ■❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ v ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ r❡q✉❡sts ♦♥ v ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡s W ✱ ✇❡ ❦♥♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣❧❛❝❡ s♦♠❡ r❡♣❧✐❝❛s ♦♥ t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥
t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ r❡q✉❡sts ♦♥ W ✳ ❚♦ ✜♥❞ ♦✉t ✇❤✐❝❤ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛
r❡♣❧✐❝❛✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ C(vj , 1)✲✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥✳ ❚❤❡ s❡t e(v, 0) ✐s ✉s❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡
vj ✬s t❤❛t ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
e(v, 0) = ∅❀
✇❤✐❧❡
∑
vj /∈e(v,0)
C(vj , 1) > W ❞♦
❛❞❞ vj ∈ N ✇✐t❤ ❜✐❣❣❡st C(vj , 1) t♦ e(v, 0)❀
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡t N ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ st✐❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ tr❡❡ T ✳ ❙♦ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡s ♦❢ T ∗ t❤❛t ❛r❡ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡s ✐♥ T ✱ ❜✉t ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t
❛❞❞ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❝❧✐❡♥t ♥♦❞❡s✳ ◆♦t❡ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❧✐❡♥t t❤❛t ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ e(v, 0)✳
❇❡s✐❞❡s ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✈❛❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ W ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ◗♦❙ ❛♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ❝❤✐❧❞r❡♥ vj ∈ N ♦❢ v ❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ r❡q✉❡sts
❞♦ ♥♦t ✜t ✐♥ W ✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤✐s ❤♦❧❞s ❛❧s♦ tr✉❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ i > 0✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
m(t(v)) ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡❛s✐❧②✿ m(t(v)) =
∑
1≤j≤nm(t(vj)) + |e(v, 0)|✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t m(t(v))
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t′(v) t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ r❡q✉❡sts ✐♥❢❡r✐♦r t♦ W ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✿
C(v, 0) =
∑
vj /∈e(v,0)
C(vj , 1).
v
t′(v)
r+
a(v, 1)
a(v, i)
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❈❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✳
✹✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ▼❯▲❚■✲❈❘■❚❊❘■❆ ❖P❚■▼■❩❆❚■❖◆ P❘❖❇▲❊▼❙
ih
m n
g
a+
a
c
x y
b
e f
l
❜❛♥❞✇✐❞t❤
d
j k
po
7864
2 5
0
15
6965 10
4
4 5
4
3
83
203
12
20 2
3
4 12
5q=3q=2
q=1q=4
q=3
q=2
q=1 q=2q=3
q=4q=3
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❊①❛♠♣❧❡
i > 0✿ ❚r❡❛t✐♥❣ ♥♦❞❡ v✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ a(v, i)✳ ❆s ❢♦r i = 0✱ ✇❡ st❛rt
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s❡t e(v, i)✿
e(v, i) = ∅❀
✇❤✐❧❡
∑
vj /∈e(v,i)
C(vj , i+ 1) > W ❞♦
❛❞❞ vj ∈ N ✇✐t❤ ❜✐❣❣❡st C(vj , i+ 1) t♦ e(v, i)❀
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r✐♥❝✐♣❧❡✿
C(v, i) =
{∑
vj /∈e(v,i)
C(vj , i+ 1), ✐❢ |e(v, i)| = |e(v, 0)|
∞, ♦t❤❡r✇✐s❡
✭✸✳✶✮
C(v, i) ✐s s❡t t♦ ∞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ |e(v, 0)| r❡♣❧✐❝❛s ♣❧❛❝❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ v ✐s ♥♦t
s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ r❡q✉❡sts ♦♥ a(v, i) ✇✐t❤✐♥ W ✳
❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ P❤❛s❡ ✶ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr❡❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ❛♥❞ ❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡s
✜①❡❞ t♦ W = 15✳ ❚❤❡ tr❡❡ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❡❞✳ ❙♦ ♥♦❞❡s x ❛♥❞ y ❛r❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞
❝❧✐❡♥t✲❧❡❛✈❡s ✭❣r❡② s❝❛❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✱ ✇❤❡r❡❛s ❛❧❧ ♦t❤❡r ❧❡❛✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s❡r✈❡rs ✭❢♦r♠❡r
✐♥♥❡r ♥♦❞❡s✱ ❤❡♥❝❡ ♥♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ N ✮✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ C(v, i)✲✈❛❧✉❡s
♦❢ ❛❧❧ ❧❡❛✈❡s✳ ▲❡❛❢ l ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❤❛s C(l, 0) = 3 ❛s ✐t ❤♦❧❞s ✸ r❡q✉❡sts✳ ❆s t❤❡ ❧✐♥❦ ❢r♦♠ l t♦
e ❤❛s ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ 4✱ ❛♥❞ t❤❡ ◗♦❙ ✐s 2✱ t❤❡ r❡q✉❡sts ♦❢ l ❝❛♥ ❛s❝❡♥t t♦ ♥♦❞❡ e ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ l✬s r❡q✉❡sts ♦♥ ♥♦❞❡ e✱ C(l, 1)✱ ✐s 3✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r✱ C(l, 2)✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ l✬s r❡q✉❡sts ♦♥ ♥♦❞❡ b ✐s 3 ❛s ✇❡❧❧✳ ❇✉t t❤❡♥ t❤❡ ◗♦❙ r❛♥❣❡ ✐s ❡①❝❡❡❞❡❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
t❤❡ r❡q✉❡sts ♦❢ l ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ tr❡❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ♥♦❞❡s
a ❛♥❞ a+ ✭C(l, 3) ❛♥❞ C(l, 4)✮ ❛r❡ s❡t t♦ ✐♥✜♥✐t②✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ e✱ m ❛♥❞ C ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐t ✐s ✜❧❧❡❞ ❜② ♠❛✐♥ ❝♦❧✉♠♥s✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ♠❛✐♥ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧ ✐♥♥❡r
♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ tr❡❡✳ ❙♦ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ ♥♦❞❡ e✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞
✸✳✶✳ ❈❖▼P▲❊❳■❚❨ ❘❊❙❯▲❚❙ ✹✶
❧ ❢ ① ♠ ♥ ❤ ✐ ♦ ♣ ❦ ②
C(v, 0) ✸ ✹ ✸ ✷ ✺ ✽ ✼ ✹ ✶✷ ✸ ✽
C(v, 1) ✸ ✹ ✸ ✷ ✺ ✽ ∞ ✹ ✶✷ ∞ ✽
C(v, 2) ✸ ∞ ∞ ✷ ∞ ✽ ∞ ✹ ✶✷ ∞ ✽
C(v, 3) ∞ ∞ ∞ ✷ ∞ ∞ ∞ ✹ ✶✷ ∞ ∞
C(v, 4) ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ C(v, i)✲✈❛❧✉❡s ♦❢ ❧❡❛✈❡s✳
❡ ❣ ❥ ❜ ❝ ❞ ❛ ❛+
e(v, 0) ∅ ∅ {p} ∅ {g, i} {k} {b, c} {a}
m(t(v)) ✵ ✵ ✶ ✵ ✷ ✷ ✻ ✼
C(v, 0) ✸ ✼ ✹ ✾ ✶✶ ✶✷ ✶✷ ∞
e(v, 1) ∅ {n} {p} {e} {g, i} {k} {b, c, d}
C(v, 1) ✸ ∞ ✹ ∞ ∞ ✶✷ ∞
e(v, 2) {l} {n} {p} {e, f} {g, i} {j, k}
C(v, 1) ∞ ∞ ✹ ∞ ∞ ∞
e(v, 3) {l} {m,n} {o, p}
C(v, 1) ∞ ∞ ∞
❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ e✱ m ❛♥❞ C ❢♦r ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡s✳
l✱ C(l, 1)✱ ✐s 3✳ ❆s ✐t ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❝❤✐❧❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ r❡q✉❡sts ♦♥ e ❛r❡ ❧❡ss
t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② W = 15 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ♣❧❛❝❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ♦♥ ✐ts ❝❤✐❧❞
l✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❡ ❣❡t m(t(e)) = 0 ❛♥❞ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ C(e, 0) = 3✳ e(e, 1) ❛♥❞ C(e, 1)
❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t C(l, 2)✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ e(e, 2)✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡
♥♦❞❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ ♥♦❞❡
a(e, 2) = a ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ r❡♣❧✐❝❛s ♦♥ t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ e ❜✉t ♥♦♥❡ ♦♥ e ✉♣ t♦ a✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡
✉s❡ C(l, 3)✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ l ♦♥ a ❛♥❞ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✐t ✐s ✐♥✜♥✐t②✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡q✉✐♣
l ✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛✱ ❛♥❞ ❛s ♥♦✇ t❤❡ s❡t e(e, 2) ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② t❤❛♥ e(e, 0)✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t
t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥②♠♦r❡ ❛♥❞ ✇❡ s❡t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ C(e, 2) t♦ ✐♥✜♥✐t② ✭❊q✳ ✸✳✶✮✳
❚❛❦✐♥❣ ❛ ❧♦♦❦ ❛t ♥♦❞❡ j✿ ■♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ e(j, 0)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ t♦t❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥
♦❢ 16✱ ✇❤✐❝❤ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ W = 15 ✭❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ ◗♦❙ ❛r❡ ♥♦t r❡str✐❝t✐♥❣
❤❡r❡✮✳ ■♥❞❡❡❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡q✉✐♣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ j✿ ♥♦❞❡ p✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❣❡t m(t(j)) = 1 ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣❧❛❝❡
♦♥❡ r❡♣❧✐❝❛ ♦♥ t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ C(j, 0) ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ 4 r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞
r❡q✉❡sts ♦❢ ♥♦❞❡ o✳ ❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✜♥✐s❤❡❞ ❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♠❛✐♥ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡✳
P❤❛s❡ ✷✿ ❚♦♣ ❞♦✇♥ r❡♣❧✐❝❛ ♣❧❛❝❡♠❡♥t
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ✉s❡s t❤❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♥♦❞❡s ♦♥
✇❤✐❝❤ t♦ ♣❧❛❝❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♣❧❛❝❡ m(T ∗) = m(t(r+)) r❡♣❧✐❝❛s ✐♥ t′(r+)✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡♣❧✐❝❛ ♦♥ r+ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦♥❧② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ tr❡❡ T ✇✐❧❧ ❜❡ ❡q✉✐♣♣❡❞
✇✐t❤ r❡♣❧✐❝❛s✳ ■❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ r❡q✉❡sts ♦♥ ♥♦❞❡ r ✐s ✇✐t❤✐♥ W ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡
s♦❧✉t✐♦♥✳
P❤❛s❡ ✷ ✐s ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ i = 0 ♦♥ ♥♦❞❡ v = r+✱ ❛❧❧ ♥♦❞❡s t❤❛t ❛r❡
✹✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ▼❯▲❚■✲❈❘■❚❊❘■❆ ❖P❚■▼■❩❆❚■❖◆ P❘❖❇▲❊▼❙
✇✐t❤✐♥ e(v, i) ❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛✳ ■♥ t❤✐s t♦♣ ❞♦✇♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ i ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢
♥♦❞❡ v t♦ ✐ts ✜rst ❛♥❝❡st♦r ✉♣ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ t❤❛t ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ s❡t e(v, i)
❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ v t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ v ♦♥ a(v, i)✳ ◆❡①t t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐♥❞❡①
i✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ t♦♣ ❞♦✇♥ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣❤❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s
t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❬✹✻❪✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✿ ❚♦♣ ❞♦✇♥ r❡♣❧✐❝❛ ♣❧❛❝❡♠❡♥t
♣r♦❝❡❞✉r❡ P❧❛❝❡✲r❡♣❧✐❝❛ ✭✈✱ ✐✮
✐❢ v ∈ C t❤❡♥
r❡t✉r♥
♣❧❛❝❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ e(v, i)❀
❢♦r ❛❧❧ c ∈ ❝❤✐❧❞r❡♥(v) ❞♦
✐❢ c ∈ e(v, i) t❤❡♥
P❧❛❝❡✲r❡♣❧✐❝❛✭❝✱✵✮❀
❡❧s❡
P❧❛❝❡✲r❡♣❧✐❝❛✭❝✱✐✰✶✮❀
❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ P❤❛s❡ ✷ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ P❤❛s❡ ✶ ✭❈❢✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✸✮ ❛♥❞ ❝❛❧❧ t❤❡♥
t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ P❧❛❝❡✲r❡♣❧✐❝❛ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✮ ✇✐t❤ (a+, 0)✳ a+ ✐s ♥♦t ❛ ❧❡❛❢✱ s♦ ✇❡ ♣❧❛❝❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ♦♥
✐ts ❝❤✐❧❞ a✱ ❛s a ∈ e(a, 0) ❛♥❞ t❤❡♥ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ (a, 0)✳ ❚❤✐s t✐♠❡ ✇❡ ♣❧❛❝❡ r❡♣❧✐❝❛s
♦♥ b ❛♥❞ c ❛♥❞ ❝❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s (b, 0), (c, 0) ❛♥❞ (d, 1)✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ✐♥❝r❡♠❡♥t i t♦
1 ✇❤❡♥ ✇❡ tr❡❛t ♥♦❞❡ d✱ ❛s ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❡q✉✐♣ d ✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ d ♠✐❣❤t ❣✐✈❡ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② t♦ a✳ ❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ♦❢
t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ d ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛✱ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ a✳ ❚❤✐s ✐s
st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ e(vj , 1)✲✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧ ❝❤✐❧❞r❡♥ vj ♦❢ d✳ ❙♦ ❡✈❡r② t✐♠❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♣❧❛❝❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ♦♥ ❛
♥♦❞❡ ❛♥❞ ❞❡s❝❡♥t t♦ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥✱ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡✲✐♥❞✐❝❛t♦r i t♦ t❤❡ ✜rst r❡♣❧✐❝❛ t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ✇❛② ✉♣ t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ✇❡ ❣❡t t❤✐s s❡t ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s✿ R = {a, b, c, g, i, k, p}✳
❚❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳✷✳ P❘✭①✱✐✮ st❛♥❞s
❢♦r t❤❡ ❝❛❧❧ ♦❢ P❧❛❝❡✲r❡♣❧✐❝❛ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭①✱✐✮ ❛♥❞ → x ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ♥♦❞❡ x ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞
✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛✳
❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❖❘P
❋♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ v ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ e✱ m ❛♥❞ C ✈❛❧✉❡s✳ ❙♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s n log n✱
✐❢ v ❤❛s n ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛♥❞ ✐❢ ✇❡ s♦rt t❤❡ C ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ❛❧❧ ♦❢ v✬s ❝❤✐❧❞r❡♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞♦ ❛t ♠♦st
▲ s♦rt✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ▲ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❛♥❣❡ ❧✐♠✐t ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♥♦❞❡s✳ ❙♦ ❛t ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ♦♥❡ ♥♦❞❡ ✐s Ln log n✱ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t ❛ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ LN logN ✱
✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ tr❡❡✳
Pr♦♦❢ ♦❢ ❖♣t✐♠❛❧✐t②
❚♦ ♣r♦✈❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❖❘P ✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ r❡❝✉rs✐♦♥ ♦✈❡r ❧❡✈❡❧s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡
❛♣♣❧② ❛ t❤❡♦r❡♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✹✻❪ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛s ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✳ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳
✉s❡❞ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞❛t❛
✸✳✶✳ ❈❖▼P▲❊❳■❚❨ ❘❊❙❯▲❚❙ ✹✸
P❘✭❛+✱✵✮
→ ❛
P❘✭❛✱✵✮
→ ❜✱❝
P❘✭❜✱✵✮ P❘✭❝✱✵✮ P❘✭❞✱✶✮
→ ❣✱✐ → ❦
P❘✭❡✱✶✮ P❘✭❢✱✶✮ P❘✭❣✱✵✮ P❘✭❤✱✷✮ P❘✭✐✱✵✮ P❘✭❥✱✷✮ P❘✭❦✱✵✮
r❡t r❡t r❡t → ♣ r❡t
P❘✭❧✱✷✮ P❘✭♠✱✶✮ P❘✭♥✱✵✮ P❘✭♦✱✸✮ P❘✭♣✱✵✮
r❡t r❡t r❡t r❡t r❡t
❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦♥ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❝❛❧❧s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ P❧❛❝❡✲r❡♣❧✐❝❛
❣r✐❞ tr❡❡ ✉♥❞❡r ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆s t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♥②
❝♦♥str❛✐♥ts ❧✐❦❡ ◗♦❙ ♦r ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞♦♣t ✐t ❢♦r ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❞❛t❛ ❣r✐❞ tr❡❡ T ✱ ❛ ♥♦❞❡ v ✐♥ T ✇✐t❤ ❝❤✐❧❞r❡♥ v1, .., vn ❛♥❞ ❛ ✇♦r❦❧♦❛❞
W ✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡♣❧✐❝❛ s❡t R s♦ t❤❛t |R| = m(T )✱ R ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ t♦t❛❧ ✇♦r❦❧♦❛❞ ❞✉❡ t♦ R
❢r♦♠ t′(v) ♦♥ a(v, i) ❢♦r i ≥ 1✱ ❛♥❞ |R ∩ t′(vj)| = m(t(vj))✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❢♦r ❛ tr❡❡ T ✇✐t❤ ✜①❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② W
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡♣❧✐❝❛ s❡t R ✇❤♦s❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡
♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t′(r) ✭✇❤❡r❡ r ✐s t❤❡ r♦♦t ♦❢ T ✮✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ r❡q✉❡sts ♦♥ r ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ W ✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❢♦r ❛ ♥♦❞❡ v ✇✐t❤ ❝❤✐❧❞r❡♥ v1, ..., vn✱ ❞✉❡ t♦ R t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ♦♥ ❛ ❛♥❝❡st♦r a(v, i) ♦❢
v ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s t❤❛t ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜tr❡❡ t′(vj) ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✳
Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❛s ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
m✲✈❛❧✉❡s ❜✉t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ m✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ m(t(vj))✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t′(vj) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ vj ✐s ✇✐t❤✐♥ W ✳
❍❡♥❝❡ |R ∩ t′(vj) ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ m(t(vj)) ❜❡❝❛✉s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ vj ✇♦✉❧❞
❡①❝❡❡❞ W ✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ✐♥ ❛♥② ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t(vj)✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ♣❧❛❝❡ ♠♦r❡ r❡♣❧✐❝❛s
✐♥ t′(vj) t❤❛♥ m(t(vj)) ❛♥❞ t❤❛♥ ♦♥❡ ♠♦r❡ ♦♥ vj ✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ a(v, i) ❞❡❝r❡❛s❡s
❛t ♠♦st ✇❤❡♥ ♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛ ♦♥ vj ✳ 
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❖❘P r❡t✉r♥s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜✲
❧❡♠ ✇✐t❤ ✜①❡❞ W ✱ ◗♦❙ ❛♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳
Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r ❧❡✈❡❧s t♦ ♣r♦✈❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② tr❡❡ T ∗ ♦❢
❤❡✐❣❤t n+ 1 ❛♥❞ st❛rt ❛t ❧❡✈❡❧ ✵✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ r♦♦t r+ ✭❈❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✮✳
❧❡✈❡❧ ✵✿ ❯s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ R0 ❢♦r ♦✉r tr❡❡ ✭✐✳❡✳✱
❛ s❡t R ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s ✇❤♦s❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ✐s m(T ∗)✮ s✉❝❤ t❤❛t |R0 ∩ t
′(r)| = m(t(r))✳ ❲❡ ❤❛✈❡
m(T ∗) = m(t(r)) + |e(r+, 0)| ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ e(r+, 0)✳ ❍❡♥❝❡ e(r+, 0) = {r} ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
r ∈ R0✳ ❚❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② ❤♦✇ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣✉rs✉✐ts✳
❧❡✈❡❧ ✐ → ✐✰✶✿ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❧❛❝❡❞ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛s ❢r♦♠ ❧❡✈❡❧ ✵ t♦ ❧❡✈❡❧ ✐ ✭✇✐t❤ ❆❧✲
❣♦r✐t❤♠ ✹✮ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ Ri ✇✐t❤ t❤❡s❡ r❡♣❧✐❝❛s✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r
s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ v ✐♥ ❧❡✈❡❧ i ✐t ❤♦❧❞s |Ri ∩ t
′(v)| = m(t(v))✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛
♥♦❞❡ v ✐♥ ❧❡✈❡❧ i ✇✐t❤ ❝❤✐❧❞r❡♥ v1, .., vn ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡ l := min{k ≥ 0|a(v, k) ∈ Ri}✳ ■♥
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❧❡✈❡❧ ✵
❧❡✈❡❧ ✐
❧❡✈❡❧ ✐✰✶
0
r+
r
v
v1 vj vn
t(v1) t(vj) t(vn)
a(v, l)
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ■♥❞✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r ❧❡✈❡❧s✳
t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ❡q✉✐♣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ e(v, l) ✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛✳ ❲❡ ❤❛✈❡
m(t(v)) =
∑
1≤j≤nm(t(vj))+ |e(v, 0)|✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s ✐♥ t❤❡ s✉❜tr❡❡s
t′(vj) ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s ♦♥ t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ v t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞
t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ r❡q✉❡sts ♦♥ v ✇✐t❤✐♥ W ✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ e(v, l) ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
|{j ∈ {1, .., n}|vj ∈ Ri}| ≥ |e(v, l)| ❛♥❞ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ |e(v, l)| = |e(v, 0)| ❛s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥ C(v, l) ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞ Ri ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡r❡ ✐s ❡✈❡♥ ❡q✉❛❧✐t② ❜❡❝❛✉s❡
♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❡①✐st ❛ j s✉❝❤ t❤❛t |t′(vj) ∩ Ri| < m(t(vj))✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
❲✐t❤ t❤✐s ❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ v t❤❛t ❛r❡ ✐♥ Ri ❜② t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ v
t❤❛t ❛r❡ ✐♥ e(v, l) ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ Ri+1✳ ❙♦ Ri+1 ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡
|Ri| = |Ri+1| ✭✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❧❡✈❡❧s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t(v) ♦♥ a(v, l) ❤❛s ❛t ♠♦st ❞❡❝r❡❛s❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❢♦r ❡✈❡r② ♥♦❞❡ v′ ❛t ❧❡✈❡❧ ✐✰✶ ✇❡ ❤❛✈❡
|Ri+1 ∩ t
′(v′)| = m(t(v′))✳
❙♦ t❤❡ ❧❛st s♦❧✉t✐♦♥ Rn t❤❛t ✇❡ ❣❡t ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ st❡♣ n ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❜② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ 
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◗♦❙
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠♦♥♦✲❝r✐t❡r✐❛ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✷ t♦ ❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t ✇✐t❤ ◗♦❙✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ❦❡❡♣s t❤❡ s❛♠❡✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞
t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
✸✳✷✳ ▲■◆❊❆❘ P❘❖●❘❆▼▼■◆● ❋❖❘▼❯▲❆❚■❖◆ ❋❖❘ ❘❊P▲■❈❆ P▲❆❈❊▼❊◆❚ ❲■❚❍ ◗❖❙ ✹✺
✸✳✷✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥♦✲❈r✐t❡r✐❛ ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠
❙✐♥❣❧❡ s❡r✈❡r
❋♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ s❡r✈❡r str❛t❡❣✐❡s✱ ❈❧♦s❡st ❛♥❞ ❯♣✇❛r❞s ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛❞❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts
❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ◗♦❙ ❝❧❛✐♠s ❛r❡ r❡s♣❡❝t❡❞✿
∀i ∈ C,∀j ∈ ❆♥❝❡st♦rs(i), ❞✐st(i, j)yi,j ≤ qi,
✇❤❡r❡ ❞✐st(i, j) = |♣❛t❤[i → j]|✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♥❦s ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡❛❝❤ j ❢r♦♠ i✳ ❆s st❛t❡❞
♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ t❛❦❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ♦❢ ❛ r❡q✉❡st ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② ✇r✐t✐♥❣ (❞✐st(i, j)+
❝♦♠♣j)yi,j ≤ qi✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♠♣j ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣r♦❝❡ss ❛ r❡q✉❡st ♦♥ s❡r✈❡r j✳
▼✉❧t✐♣❧❡ s❡r✈❡rs
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧✐❝②✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r ◗♦❙ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
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∀i ∈ C,∀j ∈ ❆♥❝❡st♦rs(i), ❞✐st(i, j)yi,j ≤ qiyi,j
◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠s t♦ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ❛♥② ❧✐♥❦ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①❝❡❡❞❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ∀l ∈ L,
∑
i∈C rizi,l ≤ ❇❲l ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ s❡r✈❡r ❝❛s❡✱ ❛♥❞ ❛s ∀l ∈ L,
∑
i∈C zi,l ≤ ❇❲l
❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ s❡r✈❡rs✳
✸✳✷✳✷ ❆♥ ❊①❛❝t ▼■P✲❇❛s❡❞ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡✲
♠❡♥t ✇✐t❤ ◗♦❙ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ✉s✐♥❣ ❛ ♠✐①❡❞ ✐♥t❡❣❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✭▼■P✮✳
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✷ ❛♥❞ ✸✳✷✳✶✱ ✇❤❡♥ s♦❧✈❡❞
✇✐t❤ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧s ❡①❝❡♣t ♦❢ t❤❡ xi✱ ✐s ❛♥ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠
✇✐t❤ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▲P
s♦❧✉t✐♦♥✳
Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲P ♣r♦❣r❛♠✿
• ∀i ∈ C, xi ∈ {0, 1}
• ∀i ∈ C,∀j ∈ N , yi,j ∈ Q
• ∀i ∈ C,∀l ∈ L, zi,l ∈ Q
❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤✐s ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛♥
✐♥t❡❣❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ y′i,j ❛♥❞ z
′
i,l ❛r❡ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡rs✱ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ xi ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❜r❡❛❦✐♥❣
❛♥② ❝♦♥str❛✐♥ts✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❢♦r ❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡ y✱ ⌊y⌋ ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♣❛rt ♦❢ y✱ ❛♥❞ y˜ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✿
y = ⌊y⌋+ y˜✱ ❛♥❞ y˜ < 1✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝❧✐❡♥t i ∈ C s✉❝❤ t❤❛t ∃j ∈ N | y˜i,j > 0✱ ✐✳❡✳✱ yi,j ✐s ♥♦t ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r j1 ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s❡st s❡r✈❡r t♦ i ♥♦t s❡r✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts ♦❢ ❝❧✐❡♥t i✱
❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② jk, k = 1..K t❤❡ s❡r✈❡rs ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ i t♦ t❤❡ r♦♦t✱ s✉❝❤ t❤❛t y˜i,jk > 0✳
❲❡ ✇❛♥t t♦ ♠♦✈❡ ❜✐ts ♦❢ r❡q✉❡sts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡ ❢♦r yi,j1 ✳ ❚❤✐s ❡❧❡♠❡♥t❛r②
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ tr❛♥s✭i, j1✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s✳
✹✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ▼❯▲❚■✲❈❘■❚❊❘■❆ ❖P❚■▼■❩❆❚■❖◆ P❘❖❇▲❊▼❙
❋✐rst ❝❛s❡✿ ∑
i′∈s✉❜tr❡❡(j1)∩C
yi′,j1 ≤Wj1 − (1− y˜i,j1)
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤ s♣❛❝❡ ❛t s❡r✈❡r j1 t♦ ❢✉❧✜❧❧ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts ❢r♦♠
❝❧✐❡♥t i✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts ♦❢ ❝❧✐❡♥t i ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱
∑K
k=1 y˜i,jk ✐s ❛ ♥♦♥
♥✉❧❧ ✐♥t❡❣❡r✳ ❚❤✉s✱
∑K
k=2 y˜i,jk ≥ 1− y˜i,j1 ✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ♠♦✈❡ ❞♦✇♥ 1− y˜i,j1 ❜✐ts ♦❢ r❡q✉❡sts
❢r♦♠ s❡r✈❡rs jk, k = 2..K t♦ j1✳ ◆♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤ s♣❛❝❡
♦♥ t❤❡ s❡r✈❡r✳ ❚❤❡ ♠♦✈❡ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ yi,jk ❛♥❞ r❡❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ zi,l
❢♦r l ∈ ♣❛t❤[i→ r]✳ ❆❢t❡r s✉❝❤ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ yi,j1 ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡✳
❙❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✿ ■❢ s❡r✈❡r j1 ✐s ❛❧r❡❛❞② t♦♦ ❢✉❧❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❞ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ r❡q✉❡sts ❢r♦♠ ❝❧✐❡♥t i✱
✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ s♦♠❡ r❡q✉❡sts ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❝❧✐❡♥ts✳ ❋✐rst✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡
♦♥ t❤❡ s❡r✈❡r✱ ✇❡ st❛rt ❜② ✜❧❧✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s❡r✈❡r j1 ✇✐t❤ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ r❡q✉❡sts ♦❢ ❝❧✐❡♥t i
❢r♦♠ s❡r✈❡rs jk✱ k = 2..K✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❡r❡ ❛r❡ s✉❝❤ r❡q✉❡sts✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ yi,j1 ✇♦✉❧❞ ❜❡
❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✳ ❲❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡∑
i′∈s✉❜tr❡❡(j1)∩C
yi′,j1 = Wj1 ✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② it, t = 1..T t❤❡ ❝❧✐❡♥ts it ∈ s✉❜tr❡❡(j1)∩C\{i}
s✉❝❤ t❤❛t y˜it,j1 > 0✳ ❙✐♥❝❡ Wj1 ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ y˜i,j1 > 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡
∑T
t=1 y˜it,j1 ≥ 1− y˜i,j1 ✱
❛♥❞ ❛❧s♦
∑K
k=2 y˜i,jk ≥ 1− y˜i,j1 ✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❧❡❝t ✐♥ ❜♦t❤ s❡ts 1− y˜i,j1 ❜✐ts ♦❢ r❡q✉❡sts ✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ❜✐ts ♦❢ r❡q✉❡sts ❢r♦♠ ❝❧✐❡♥t it ✐♥✐t✐❛❧❧② tr❡❛t❡❞ ❜② j1 ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦✈❡❞
♦♥ s♦♠❡ s❡r✈❡rs jk✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ ❆♥❝❡st♦rs(j1)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡q✉❡sts
♦❢ i ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦✈❡❞ ❜❛❝❦ ♦♥ s❡r✈❡r j1✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ♠❛② ❜r❡❛❦ ❛ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥t s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t s✉r❡ t❤❛t ❝❧✐❡♥ts it ❝❛♥ ❜❡
s❡r✈❡❞ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ j1 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡✐r ◗♦❙✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ♣r❡✈❡♥t s✉❝❤ ❝❛s❡s t♦ ❤❛♣♣❡♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ ♦t❤❡r
❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ st✐❧❧ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❜✉t ❥✉st ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡s❡ r❡q✉❡sts✳
❖♥❝❡ tr❛♥s✭i, j1✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡✱ yi,j1 ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ ❛♥❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ♦♥❧② ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r ❜✐ts ♦❢
r❡q✉❡sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦✈❡❞✱ s♦ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❛♥② ✐♥t❡❣❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡
❞❡❝r❡❛s❡❞ ❛t ❧❡❛st ❜② ♦♥❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
▲❡t ✉s ❞❡t❛✐❧ ♥♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r
s♦❧✉t✐♦♥✳ P❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♣❛✐❞ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ◗♦❙ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡✳
❢♦r j ∈ N t❛❦❡♥ ✐♥ ❛ ❜♦tt♦♠✲✉♣ tr❛✈❡rs❛❧ ♦r❞❡r ❞♦
✜♥✐s❤❂✶❀
✇❤✐❧❡ ✭✜♥✐s❤❂❂✶✮ ❞♦
C′ = {i′ ∈ C ∩ s✉❜tr❡❡(j) | y˜i′,j > 0}❀
✐❢ C′ == ∅ t❤❡♥ ✜♥✐s❤❂✵❀ ❡❧s❡
i = Mini′∈C′ (qi′ − ❞✐st(i
′, j))❀
tr❛♥s✭i, j✮❀
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❡❛❝❤ s❡r✈❡r ✐♥ ❛ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ♦r❞❡r✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ s✉r❡ t❤❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠
❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❡r✈❡r ✐s t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧✐❡♥t t♦ t❤❡ r♦♦t
❤❛✈✐♥❣ ❛ ♥♦♥ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❤❡♥ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ s❡r✈❡r j✱ ❡❛❝❤ s❡r✈❡r ✐♥
s✉❜tr❡❡(j) ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❡❞✱ ❛♥❞ t❤✉s ❤❛✈❡ ♥♦ ❢r❛❝t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ r❡q✉❡sts✳
✸✳✸✳ ❍❊❯❘■❙❚■❈❙ ❋❖❘ ❚❍❊ ❘❊P▲■❈❆ P▲❆❈❊▼❊◆❚ P❘❖❇▲❊▼ ❲■❚❍ ◗❖❙ ❈❖◆❙❚❘❆■◆❚❙ ✹✼
j
i
i′
i′′
◗♦❙ ❧✐♠✐t ❢♦r i
qi − ❞✐st(i, j)
❞✐st(i, j)
◗♦❙ ❧✐♠✐t ❢♦r i′
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
■♥ ♦r❞❡r t♦ tr❛♥s❢♦r♠ s❡r✈❡r j✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ s❡t C′ ♦❢ ❝❧✐❡♥ts ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡r
♦❢ r❡q✉❡sts ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛t j✳ ■❢ t❤❡ s❡t ✐s ❡♠♣t②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❛t j✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡
♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧✐❡♥t i ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s (qi′ − ❞✐st(i
′, j))✱ ❢♦r
i′ ∈ C′✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✇❤❡♥ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡
❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥t ✇✐❧❧ ❜❡ r❡s♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝❧✐❡♥ts it✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♠♦✈✐♥❣ t❤❡✐r r❡q✉❡sts
✐♥t♦ s❡r✈❡rs ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ♠♦st d = qi − ❞✐st(i, j) ❢r♦♠ j✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ♦✇♥ ◗♦❙ ❛❧❧♦✇s t❤❡♠ t♦ ❜❡
♣r♦❝❡ss❡❞ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ qit − ❞✐st(it, j) ≥ d✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣✱ s❡r✈❡r j ✐s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥❧② ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡rs ♦❢ r❡q✉❡sts✱ ❛♥❞
t❤✉s ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ♠♦❞✐❢② ✐ts r❡q✉❡sts ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❛♥② ♠♦r❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❛❧❧ r❡s♣❡❝t❡❞ ❛t ❛❧❧ st❡♣ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛❞❞ ♦r
r❡♠♦✈❡ ❛♥② r❡♣❧✐❝❛✱ s♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❝♦st t❤❛♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ▲P✲❜❛s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✱
❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢✉❧❧② ✐♥t❡❣❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ✐♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✱ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✐♥ |N |+ |C|2 ❜✉t ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✐t ✐s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r s✐♥❝❡ t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥❝❡r♥ ❛❧❧ ❝❧✐❡♥ts s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜✉t ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♦❢ t❤❡♠✳

✸✳✸ ❍❡✉r✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ◗♦❙ ❈♦♥✲
str❛✐♥ts
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❈❧♦s❡st ✱ ❯♣✇❛r❞s ❛♥❞ ▼✉❧t✐♣❧❡
♣♦❧✐❝✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✶✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ s❡r✈✐❝❡ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s
t❤❛t r❡q✉❡sts ♦❢ ❛ ❝❧✐❡♥t ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ tr❛✈❡rs❡ ✉♥t✐❧ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡✐r s❡r✈❡r✳ ❆❧❧
❤❡✉r✐st✐❝s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇ ❤❛✈❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✇♦rst✲❝❛s❡ q✉❛❞r❛t✐❝✱ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(s2)✱
✇❤❡r❡ s = |C|+ |N | ✐s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s✐③❡✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ✐♥r❡q◗♦❙j t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡q✉❡sts t❤❛t r❡❛❝❤ ❛♥ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡ j
✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ ❜② ✐♥r❡qj t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡q✉❡sts t❤❛t r❡❛❝❤ j ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣
r❡q✉❡sts ✇❤♦s❡ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✈✐♦❧❛t❡❞✮✳
✶❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ❢♦r ❛❧❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ✇❡❜✿
❤tt♣✿✴✴❣r❛❛❧✳❡♥s✲❧②♦♥✳❢r✴⑦✈s♦♥✐❣♦✴❝♦❞❡✴r❡♣❧✐❝❛◗♦❙✴
✹✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ▼❯▲❚■✲❈❘■❚❊❘■❆ ❖P❚■▼■❩❆❚■❖◆ P❘❖❇▲❊▼❙
✸✳✸✳✶ ❈❧♦s❡st
❈❧♦s❡st ❇✐❣ ❙✉❜tr❡❡ ❋✐rst ✲ ❈❇❙✳ ❍❡r❡ ✇❡ tr❛✈❡rs❡ t❤❡ tr❡❡ ✐♥ t♦♣✲❞♦✇♥ ♠❛♥♥❡r✳ ❲❡ ♣❧❛❝❡ ❛
r❡♣❧✐❝❛ ♦♥ ❛♥ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡ j ✐❢ ✐♥r❡q◗♦❙j ≤❲j ✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♣r♦❝❡ss ❛♥②
♦t❤❡r s✉❜tr❡❡ ♦❢ j✳ ■❢ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✱ ✇❡ ♣r♦❝❡ss t❤❡ s✉❜tr❡❡s ♦❢ j ✐♥ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣
♦r❞❡r ♦❢ ✐♥r❡qj ✳ ❖♥❝❡ ♥♦ ❢✉rt❤❡r r❡♣❧✐❝❛ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞✱ ✇❡ r❡♣❡❛t t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❲❡ st♦♣ ✇❤❡♥
♥♦ ♥❡✇ r❡♣❧✐❝❛ ✐s ❛❞❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ♣❛ss✳
❈❧♦s❡st ❙♠❛❧❧ ◗♦❙ ❋✐rst ✲ ❈❙◗♦❙✳ ❚❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ✉s❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t
❡①❡❝✉t❡ ❛ tr❡❡ tr❛✈❡rs❛❧✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ s♦rt ❛❧❧ ❝❧✐❡♥ts ❜② ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ qi✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t✐❡✱
❝❧✐❡♥ts ❛r❡ s♦rt❡❞ ❜② ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ri✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ s❡r✈❡r t❤❛t ❝❛♥
♣r♦❝❡ss ✐ts s✉❜tr❡❡ ✭✐♥r❡q◗♦❙j ≤❲j✮ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥❡❛r❡st t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ■❢ ♥♦ s❡r✈❡r ✐s ❢♦✉♥❞
❢♦r ❛ ❝❧✐❡♥t✱ ✇❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡①t ❝❧✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧✐st✳ ❖♥❝❡ ✇❡ r❡❛❝❤ ❛ ❝❧✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧✐st t❤❛t ✐s
❛❧r❡❛❞② tr❡❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡❛r❧✐❡r ❝❤♦s❡♥ s❡r✈❡r✱ ✇❡ ❞❡❧❡t❡ ❛❧❧ tr❡❛t❡❞ ❝❧✐❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ t♦✲❞♦ ❧✐st ❛♥❞
r❡st❛rt ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❧✐❡♥t ❧✐st✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ st♦♣s ❡✐t❤❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ❧✐st ✐s
❡♠♣t② ♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐st ✐s r❡❛❝❤❡❞✳
✸✳✸✳✷ ❯♣✇❛r❞s
❯♣✇❛r❞s ❙♠❛❧❧ ◗♦❙ ❙t❛rt❡❞ ❙❡r✈❡rs ❋✐rst ✲ ❯❙◗♦❙❙✳ ❈❧✐❡♥ts ❛r❡ s♦rt❡❞ ❜② ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣
♦r❞❡r ♦❢ qi ✭❛♥❞ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ri ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t✐❡✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t i ✐♥ t❤❡ ❧✐st ✇❡ s❡❛r❝❤
❢♦r ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❡r✈❡r✿ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ♥❡①t s❡r✈❡r ♦♥ t❤❡ ✇❛② ✉♣ t♦ t❤❡ r♦♦t ✭✐✳❡✳✱ ❛♥ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡
t❤❛t ✐s ❛❧r❡❛❞② ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❡♥♦✉❣❤ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ tr❡❛t ❛❧❧ t❤❡
❝❧✐❡♥t✬s r❡q✉❡sts✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ◗♦❙✲❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡s♣❡❝t❡❞✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
s❡r✈❡r✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ✜rst ✐♥♥❡r ♥♦❞❡ j t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❲j ≥ ri ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ◗♦❙✲r❛♥❣❡ ❛♥❞ ✇❡ ♣❧❛❝❡
❛ r❡♣❧✐❝❛ ✐♥ j✳ ■❢ ✇❡ st✐❧❧ ✜♥❞ ♥♦ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♥♦❞❡✱ t❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ❤❛s ♥♦ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
❯♣✇❛r❞s ❙♠❛❧❧ ◗♦❙ ▼✐♥✐♠❛❧ ❘❡q✉❡sts ✲ ❯❙◗♦❙▼✳ ❚❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ ❝❧✐❡♥ts
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱ ❜✉t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❡r✈❡r ❞✐✛❡rs✳ ❆♠♦♥❣
t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ◗♦❙✲r❛♥❣❡ ♦❢ ❝❧✐❡♥t i✱ t❤❡ ♥♦❞❡ j ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ (❲j− ✐♥r❡q◗♦❙j)✲✈❛❧✉❡ ✐s ❝❤♦s❡♥
❛s ❛ s❡r✈❡r ✐❢ ✐t ❝❛♥ s❛t✐s❢② ri r❡q✉❡sts✳ ❆❣❛✐♥ ✐t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❝❛♥♥♦t ✜♥❞ ❛
❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ♥♦ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❛ ❝❧✐❡♥t✳
❯♣✇❛r❞s ▼✐♥✐♠❛❧ ❉✐st❛♥❝❡ ✲ ❯▼❉✳ ❚❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ r❡q✉✐r❡s t✇♦ st❡♣s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ s❡r✈❡rs ❛r❡ ❝❤♦s❡♥✱ ✐✳❡✳✱ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❝❧✐❡♥t t❤❛t ♠✉st ❜❡
tr❡❛t❡❞ ❜② t❤✐s ✈❡r② ♥♦❞❡✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ❛❧❧ s❡r✈❡rs t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❝❤✐❧❞ ❝❧✐❡♥t ✇✐t❤ q = 1
✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤✐s st❡♣ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ✐♥ ❡❛❝❤ ❧♦♦♣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❢♦r❣❡t ❛♥②
❝❧✐❡♥t✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ s❡r✈❡rs ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥t ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♥♦❞❡s ❡❧✐❣✐❜❧❡ ❛s s❡r✈❡rs❀ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡✱ t❤✐s ♥♦❞❡ ✐s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ st❡♣ ♦❢ ❯▼❉ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ (❲j − ✐♥r❡q◗♦❙j)✲✈❛❧✉❡ ❛s s❡r✈❡r ✭✐❢
✐♥r❡q◗♦❙j > 0✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡♥ ❝❧✐❡♥ts ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s s❡r✈❡r
✐♥ ♦r❞❡r ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳✱ ❝❧✐❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s❡r✈❡r ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✜rst✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ s❡r✈❡r
❝❛♣❛❝✐t② ❲j ✐s r❡❛❝❤❡❞ ♦r ♥♦ ❢✉rt❤❡r ❝❧✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳
✸✳✸✳✸ ▼✉❧t✐♣❧❡
▼✉❧t✐♣❧❡ ❙♠❛❧❧ ◗♦❙ ❈❧♦s❡ ❙❡r✈❡rs ❋✐rst ✲ ▼❙◗♦❙❈✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s
t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r ❯❙◗♦❙❙✱ ❜✉t ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❙❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❡r✈❡r✱ ✇❡ t❛❦❡
t❤❡ ✜rst ✐♥♥❡r ♥♦❞❡ ♦♥ t❤❡ ✇❛② ✉♣ t♦ t❤❡ r♦♦t ✇❤✐❝❤ ❤❛s s♦♠❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧♦s❡ ❛♥❞ st❛rt❡❞ s❡r✈❡rs✳ ■❢ t❤✐s ❝❛♣❛❝✐t② ❲i ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t
✸✳✹✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ P▲❆◆ ✹✾
 0
 20
 40
 60
 80
 100
 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1
pe
rc
en
ta
ge
 o
f s
uc
ce
ss
fu
l t
re
es
lambda
Closest_BigSubtreeFirst
Closest_SmallQoSFirst
Upwards_SQoS_Started
Upwards_SQoS_MinReq
Upwards_Min_Distance
Multiple_SQoS_Close
Multiple_SQoS_MinReq
Multiple_Min_Requests
MixedBest
LP
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❙✉❝❝❡ss ♦❢ s♠❛❧❧ tr❡❡s ✇✐t❤ t✐❣❤t ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ q ∈ {1, 2}✳
✭❝❧✐❡♥t c ❤❛s ♠♦r❡ r❡q✉❡sts✱ ❲i < rc✮✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ♦t❤❡r ✐♥♥❡r ♥♦❞❡s ❣♦✐♥❣ ✉♣✇❛r❞s t♦ t❤❡ r♦♦t
✉♥t✐❧ ❛❧❧ r❡q✉❡sts ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✭t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡✲s❡r✈❡r
r❡❧❛①❛t✐♦♥✮✳ ■❢ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✜♥❞ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡s ❢♦r ❛ ❝❧✐❡♥t✱ t❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ✇✐❧❧ ♥♦t r❡t✉r♥ ❛
❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
▼✉❧t✐♣❧❡ ❙♠❛❧❧ ◗♦❙ ▼✐♥✐♠❛❧ ❘❡q✉❡sts ✲ ▼❙◗♦❙▼✳ ■♥ t❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ❝❧✐❡♥ts ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥
♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ qi✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❡r✈❡rs j ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② ♠✐♥✐♠❛❧ (❲j−✐♥r❡q◗♦❙j)✲
✈❛❧✉❡ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ r❡q✉❡sts ♦❢ ❝❧✐❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞✳
▼✉❧t✐♣❧❡ ▼✐♥✐♠❛❧ ❘❡q✉❡sts ✲ ▼▼❘✳ ❚❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ❯▼❉ ❢♦r t❤❡
▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧✐❝② ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s t✇♦ st❡♣s✳ ♣♦❧✐❝②✿ s❡r✈❡rs ❙❡r✈❡rs ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✏✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✑
st❡♣✱ ❡✐t❤❡r ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❝❧✐❡♥t✱ ♦r ✇❤❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢
❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡s ❢♦r ❛ ❝❧✐❡♥t i ✐s ❡①❛❝t❧② ri✳ ❚❤❡ s❡r✈❡r ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐s ❛❧s♦
t❤❡ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ (❲j − ✐♥r❡q◗♦❙j)✲✈❛❧✉❡✱ ❜✉t t❤✐s t✐♠❡ ❝❧✐❡♥ts ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥
♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ min(qi, d(i, r))✱ ✇❤❡r❡ d(i, r) ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s ❜❡t✇❡❡♥ i ❛♥❞ t❤❡
r♦♦t ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛st ❝❧✐❡♥t t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s❡r✈❡r✱ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞
❡♥t✐r❡❧② ❜② t❤✐s s❡r✈❡r✳
▼✐①❡❞ ❇❡st ✲ ▼❇✳ ❚❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ✉♥✐✜❡s ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ tr❡❡✱ ✇❡ s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st ❝♦st
r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❈❧♦s❡st ✐s ❛❧s♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❯♣✇❛r❞s ✱
✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡✱ t❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡
♣♦❧✐❝②✳
✸✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ P❧❛♥
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝s ♦♥ tr❡❡ ♣❧❛t❢♦r♠s ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝❝❡ss ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r ❡❛❝❤ tr❡❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ♠✐①❡❞ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✭t❤❛t ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❙✉❝❝❡ss ♦❢ ❜✐❣ tr❡❡s ✇✐t❤ t✐❣❤t ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ q ∈ {1, 2}✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❙✉❝❝❡ss ♦❢ s♠❛❧❧ tr❡❡s ✇✐t❤♦✉t ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ q = ❤❡✐❣❤t+ 1✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❙✉❝❝❡ss ♦❢ ❜✐❣ tr❡❡s ✇✐t❤♦✉t ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts q = ❤❡✐❣❤t+ 1✳
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♣r♦❜❧❡♠ s✐③❡s ✉♣ t♦ 400 ♥♦❞❡s ❛♥❞
❝❧✐❡♥ts✱ ✉s✐♥❣ ●▲P❑ ❬✸✹❪✳
❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ♠♦♥♦✲❝r✐t❡r✐❛ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ❧♦❛❞ ✐♥ ♦✉r tr❡❡ ♥❡t✇♦r❦s λ =
P
i∈C riP
j∈N ❲j
✱ ✇❤❡r❡
C ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ❛♥❞ N t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡s✳ ❲❡ t❡st❡❞ ♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r
λ = 0.1, 0.2, ..., 0.9✱ ❡❛❝❤ ♦♥ 30 r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ tr❡❡s ♦❢ t✇♦ ❤❡✐❣❤ts✿ ✐♥ ❛ ✜rst s❡r✐❡s✱ tr❡❡s
❤❛✈❡ ❛ ❤❡✐❣❤t ❜❡t✇❡❡♥ 4 ❛♥❞ 7 ✭s♠❛❧❧ tr❡❡s✮✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡r✐❡s✱ tr❡❡ ❤❡✐❣❤ts ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥ 16
❛♥❞ 21 ✭❜✐❣ tr❡❡s✮✳ ❆❧❧ tr❡❡s ❤❛✈❡ s ♥♦❞❡s✱ ✇❤❡r❡ 15 ≤ s ≤ 400✳ ❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ◗♦❙
♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✭✐✮ ✇❤❡♥ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✈❡r② t✐❣❤t ✭q ∈ {1, 2}✮❀
✭✐✐✮ ✇❤❡♥ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♠♦r❡ r❡❧❛①❡❞ ✭t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ✐s s❡t t♦ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❤❡✐❣❤t
❤❡✐❣❤t✮❀ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥t ✭q = ❤❡✐❣❤t+ 1✮✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ λ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤✐❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ s♦❧✈❛❜❧❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ✇❡
❝❛♥♥♦t ❡①♣❡❝t ❛ r❡s✉❧t ✇✐t❤ ♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ ♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝❝❡ss ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❘❡❝❛❧❧✿ ❋♦r ❡❛❝❤ λ✱ t❤❡ ❝♦st ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤♦s❡ tr❡❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡t Tλ ❜❡ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ tr❡❡s ✇✐t❤ ❛ ▲P s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ h ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② 1|Tλ|
∑
t∈Tλ
costLP (t)
costh(t)
✱ ✇❤❡r❡ costLP (t) ✐s t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦st r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ♦♥ tr❡❡ t✱ ❛♥❞ costh(t) ✐s t❤❡ ❝♦st ✐♥✈♦❧✈❡❞
❜② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❤❡✉r✐st✐❝ h✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❢❛✐r ✈❡rs✉s ❤❡✉r✐st✐❝s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r
s✉❝❝❡ss r❛t❡✱ ✇❡ s❡t costh(t) = +∞✱ ✐❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❞✐❞ ♥♦t ✜♥❞ ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥✳
❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ♦✉r r❡s✉❧ts ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t✱ t❤❛t ❈❇❙ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s
❈❙◗♦❙ ✐♥ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❈❇❙ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❤❡♥
s♣❡❛❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❈❧♦s❡st ♣♦❧✐❝②✳
❋✐❣✉r❡s ✸✳✼ ❛♥❞ ✸✳✾ s❤♦✇ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r s♠❛❧❧ tr❡❡s✱ ✇❤✐❧❡
✺✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ▼❯▲❚■✲❈❘■❚❊❘■❆ ❖P❚■▼■❩❆❚■❖◆ P❘❖❇▲❊▼❙
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Closest_BigSubtreeFirst
Closest_SmallQoSFirst
Upwards_SQoS_Started
Upwards_SQoS_MinReq
Upwards_DistServer_Indisp
Multiple_SQoS_Close
Multiple_SQoS_MinReq
Multiple_MinQoS_Indisp
MixedBest
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s♠❛❧❧ tr❡❡s ✇✐t❤ t✐❣❤t ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ q ∈ {1, 2}✳
t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss ❢♦r ❜✐❣ tr❡❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✽ ❛♥❞ ✸✳✶✵✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢
❛❧❧ ✜❣✉r❡s s❤♦✇s t❤❛t✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❈❧♦s❡st ♣♦❧✐❝② ❤❛s t❤❡ ♣♦♦r❡st s✉❝❝❡ss r❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ ✐ts
❤❡✉r✐st✐❝s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ▲P ✜♥❞s ♦♥❡✳
■♥ ❢❛❝t✱ ▼❇ ❛♥❞ ▼❙◗♦❙❈ ❛❧✇❛②s ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ▲P ❞♦❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭s♠❛❧❧ tr❡❡s✱ λ ≥ 0.5✱ q ∈ {1, 2}✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ✐s s❧✐❣❤t❧② ✐♥❢❡r✐♦r✳
❚❤❡ ❯♣✇❛r❞s ❤❡✉r✐st✐❝ t❤❛t ✜♥❞s t❤❡ ♠♦st s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❯❉❙✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❯❙◗♦❙❙✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
♥♦ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✾ ❛♥❞ ✸✳✶✵✮✱ t❤❡ ❈❧♦s❡st ❤❡✉r✐st✐❝s ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❯❙◗♦❙▼ ❛♥❞
▼❙◗♦❙▼ ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ▼❙◗♦❙▼ ✜♥❞s ❢❡✇❡r s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛♥ ♦t❤❡r ▼✉❧t✐♣❧❡
❤❡✉r✐st✐❝s✳
❋✐❣✉r❡s ✸✳✶✶ t♦ ✸✳✶✹ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇✷ ♦❢ ♦✉r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡sts✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ❛♥❞ ✸✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ◗♦❙ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ tr❡❡
s✐③❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ ❛♥❞ ✸✳✶✹✳ ●❧♦❜❛❧❧②✱ ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ◗♦❙
❝♦♥str❛✐♥ts ❞♦ ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦❧✐❝✐❡s✿ ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ◗♦❙✱
▼✉❧t✐♣❧❡ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❯♣✇❛r❞s ✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❈❧♦s❡st ✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♥♦t s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ◗♦❙ t✐❣❤t♥❡ss ♦r t♦ tr❡❡ s✐③❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡♥❥♦②❛❜❧❡ r❡s✉❧t✱ t❤❛t
❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❚❤❡ ▼❇ ❤❡✉r✐st✐❝ r❡t✉r♥s ✈❡r② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✱ ❜❡✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡❧②
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❜❡st ❤❡✉r✐st✐❝ t♦ ✉s❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t✐❣❤t♥❡ss ♦❢ ◗♦❙
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡✱ ▼❙◗♦❙▼ ✐s t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t✐❣❤t ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ s♠❛❧❧
λ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✮✳
❆❧t♦❣❡t❤❡r ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ✇❤❡♥ ◗♦❙ ✐s ✈❡r② r❡str✐❝t✐♥❣ ❛♥❞ λ s♠❛❧❧✱ t❤❛t ▼❙◗♦❙▼ ✐s t❤❡ ❜❡st
❝❤♦✐❝❡✳ ❲❤❡♥ ◗♦❙ ✐s ❧❡ss ❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ ▼▼❘ ✐s t❤❡ ❜❡st ❢♦r λ ✉♣ t♦ 0.4✳ ❋♦r ❜✐❣ λ✱ ▼❙◗♦❙❈ ✐s
t♦ ♣r❡❢❡r✱ s✐♥❝❡ ✐t ♥❡✈❡r ♣❡r❢♦r♠s ♣♦♦r❧② ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❡ss r❡str✐❝t✐♥❣ ◗♦❙ ✈❛❧✉❡s✱
✇❡ ❝❤♦♦s❡ ▼▼❘ ❢♦r λ ✉♣ t♦ 0.4 ❛♥❞ t❤❡♥ ▼❙◗♦❙❈✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ λ ✐s ❤✐❣❤✱ ▼❙◗♦❙❈ ♥❡✈❡r
♣❡r❢♦r♠s ♣♦♦r❧②✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❯♣✇❛r❞s ♣♦❧✐❝②✱ ❯❙◗♦❙❙ ❜❡❤❛✈❡s t❤❡ ❜❡st ❢♦r t✐❣❤t ◗♦❙✱ ✐♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ❯▼❉ ❛❝❤✐❡✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳
✷❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❲❡❜ ❛t
❤tt♣✿✴✴❣r❛❛❧✳❡♥s✲❧②♦♥✳❢r✴⑦✈s♦♥✐❣♦✴❝♦❞❡✴r❡♣❧✐❝❛◗♦❙✴
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Pr♦❜❧❡♠ ❉❡✜♥✐t✐♦♥
❚❤✐s ♣❛rt ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ✇♦r❦✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♦♥t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣ r❡♣❧✐❝❛s ♦♥t♦ ❛ tr❡❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡
✐♥ t❤✐s ♣❛rt ♦♥ ❧✐♥❡❛r ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❣r❛♣❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆s ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♦♥t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❧❛t❢♦r♠s ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ❧♦❛❞✲❜❛❧❛♥❝✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✭s❡❡ ❬✻✸❪ ❢♦r ❛ s✉r✈❡②✮ ❜✉t t❤❡ ❛❞✈❡♥t ♦❢
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝❧✉st❡rs ❤❛s r❡♥❞❡r❡❞ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ s✉❝❤
❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✲s♣❡❡❞ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❡✐t❤❡r ❜② ♣❧❛✐♥ ❊t❤❡r♥❡t ✭t❤❡
❧♦✇✲❡♥❞ ✈❡rs✐♦♥✮ ♦r ❜② ❛ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ s✇✐t❝❤ ✭t❤❡ ❤✐❣❤✲❡♥❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✮✱ ❛♥❞ t❤❡② ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ♠♦st ❛❝❛❞❡♠✐❝ ♦r ✐♥❞✉str② r❡s❡❛r❝❤ ❞❡♣❛rt♠❡♥ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ♠❛② s✉❞❞❡♥❧② ❜❡❝♦♠❡ ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛♥❞
✇❡ ❛r❡ ❢❛❝✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ❬✸✱ ✻❪✳
■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✱ ❛ str✉❝t✉r❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ r✉❧❡s ♦✉t
♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡r ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥❢r♦♥t❡❞
t♦✱ s✉❝❤ ❛s ❞❡❛❞❧♦❝❦s ♦r ♣r♦❝❡ss st❛r✈❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♠❛♥② r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞r❛✇ ❢r♦♠ ❛
r❛♥❣❡ ♦❢ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r❛❞✐❣♠s✱ s✉❝❤ ❛s ♣✐♣❡❧✐♥❡❞ ♦r ❢❛r♠❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❍✐❣❤✲❧❡✈❡❧
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s❦❡❧❡t♦♥s ❬✷✸✱ ✺✼❪ ✐❞❡♥t✐❢② s✉❝❤ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ s❡❡❦ t♦ ♠❛❦❡ ✐t
❡❛s② ❢♦r ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡r t♦ t❛✐❧♦r s✉❝❤ ❛ ♣❛r❛❞✐❣♠ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆ ❧✐❜r❛r②
♦❢ s❦❡❧❡t♦♥s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r✱ ✇❤♦ ❝❛♥ r❡❧② ♦♥ t❤❡s❡ ❛❧r❡❛❞② ❝♦❞❡❞ ♣❛tt❡r♥s t♦
❡①♣r❡ss t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤✐♥ ✐ts ♦✇♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
s❦❡❧❡t♦♥ ❝❛rr✐❡s ✇✐t❤ ✐t ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✐♠♣❧✐❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ ✇❤✐❝❤
✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ❝❛♥ ❤❡❧♣ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥t♦ ❛
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠✳
■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇♦r❦✢♦✇s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❣r❛♣❤s✳
❚②♣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥
st❡❛❞②✲st❛t❡ ♠♦❞❡✳ ❆ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ✐s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❏P❊● ❡♥❝♦❞✐♥❣
✭s❡❡ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❥♣❡❣✳♦r❣✴✮✳ ■♥ s✉❝❤ ✇♦r❦✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❞❛t❛ s❡ts ✭t❛s❦s✮ ❡♥t❡r t❤❡
✐♥♣✉t st❛❣❡ ❛♥❞ ♣r♦❣r❡ss ❢r♦♠ st❛❣❡ t♦ st❛❣❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❊❛❝❤ st❛❣❡ ❤❛s
✐ts ♦✇♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✿ ✐t r❡❛❞s ❛♥ ✐♥♣✉t ✜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
st❛❣❡✱ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ❛ r❡s✉❧t t♦ t❤❡ ♥❡①t st❛❣❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛ s❡t✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛
✐s ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st st❛❣❡✳ ❚❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✇♦r❦✢♦✇
♦♣❡r❛t❡s ✐♥ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♠♦❞❡✿ ❛❢t❡r s♦♠❡ ❧❛t❡♥❝② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞❡❧❛②✱ ❛ ♥❡✇ t❛s❦ ✐s
❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❡✈❡r② ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❝②❝❧❡✲t✐♠❡ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ❛ st❛❣❡✳
❊❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ❤❛s ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❢❛✐❧s
❞✉r✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❑❡② ♠❡tr✐❝s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✇♦r❦✢♦✇ ❛r❡ t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t✱ t❤❡ ❧❛t❡♥❝②✱ ❛♥❞ t❤❡
✺✼
✺✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ P❘❖❇▲❊▼ ❉❊❋■◆■❚■❖◆
❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ r❛t❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ✐t ✐s
t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛ s❡ts ❝❛♥ ❡♥t❡r t❤❡ s②st❡♠✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t✱
❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣❡r✐♦❞✱ ✐s t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ r❡q✉✐r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢
t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❡❧❛♣s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞
♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛ s❡t✱ ❤❡♥❝❡ ✐t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t♦
♣r♦❝❡ss t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❡♥t✐r❡❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ♠❛② ✇❡❧❧ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ s❡ts ❤❛✈❡
❞✐✛❡r❡♥t ❧❛t❡♥❝✐❡s ✭❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss♦r s❡ts✮✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ❞❛t❛ s❡ts✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❧❛t❡♥❝②
❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛❧❧ st❛❣❡s t♦ t❤❡ ❢❛st❡st ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❜✉t t❤✐s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✐s ❛♥t❛❣♦♥✐st✐❝ t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❛s ✇❡❧❧ ✐t ✐s
❛♥t❛❣♦♥✐st✐❝ t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ tr❛❞❡✲♦✛s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡
❝r✐t❡r✐❛✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿
✭✐✮ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✉♥❞❡r ♣❡r✐♦❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡✳
✭✐✐✮ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r ❧❛t❡♥❝② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡ s❦❡❧❡t♦♥s ♦♥t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❧❛t❢♦r♠s ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ s♦♠❡ ❛tt❡♥✲
t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ s✉r✈❡② r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❲❡ t❛r❣❡t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝❧✉st❡rs✱ ❛♥❞ ❛✐♠ ❛t
❞❡r✐✈✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣s ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ ✭✐✮ ♠❛♣♣✐♥❣s ✇❤✐❝❤
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❛t❡♥❝②✱ ♦r ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ❢♦r ❛ ✜①❡❞
♠❛①✐♠✉♠ ♣❡r✐♦❞❀ ✭✐✐✮ ♠❛♣♣✐♥❣s ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♠❛①✐♠✉♠
❧❛t❡♥❝②✱ ♦r ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❲❡ r❡q✉✐r❡ t❤❡
♠❛♣♣✐♥❣ t♦ ❜❡ ✐♥t❡r✈❛❧✲❜❛s❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ st❛❣❡s✳
❊❛❝❤ ♣✐♣❡❧✐♥❡ st❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♣❡r❢♦r♠ ❞✐s❝ ❛❝❝❡ss❡s
♦r ✇r✐t❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❢♦r ❡❛❝❤ t❛s❦✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ ♠❛② ❜❡ r❡✉s❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ t❛s❦ t♦ ❛♥♦t❤❡r✱
❛♥❞ t❤✉s t❤❡ r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s ❛❧✇❛②s t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ t❛s❦s ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♦r❞❡r ✇✐t❤✐♥ ❛ st❛❣❡✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s✱ ❛ ❣✐✈❡♥ st❛❣❡ ♠✉st ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡
♣r♦❝❡ss♦r✿ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ♣r♦❝❡ss ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ t❛s❦s ♦♥ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❛s❦s ♦♥ ❛♥♦t❤❡r
✇✐t❤♦✉t ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐♥tr❛✲st❛❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦st❧② ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ st❛❣❡ ♦♥
s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✐✳❡✳✱ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ♣❡r❢♦r♠s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ ❡✈❡r② ❞❛t❛ s❡t✳
❚❤✉s✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ✇❤✐❝❤ ✐s st✐❧❧ ✇♦r❦✐♥❣✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r t❤❛t ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ st❛❣❡ ✇✐❧❧ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤✐s st❛❣❡
✭✐♥♣✉t✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t✮ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ t❛s❦s ❢❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐s ♦♥❧② ❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✳
❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛❧❧② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✇❤✐❝❤ st❛❣❡ t♦ ❛ss✐❣♥ t♦ ✇❤✐❝❤
✭s❡t ♦❢✮ ♣r♦❝❡ss♦rs❄
❚❤✐s ♣❛rt ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮ ❛♥❞ ❣✐✈❡s
s♦♠❡ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✐s s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✐s
❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♦✉r ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s❡✈❡r❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❤❡✉r✐st✐❝s
❢♦r t❤❡ ❧❛t❡♥❝②✲♣❡r✐♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❛r❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡❧② t❡st❡❞ ✐♥ ❛ ❝❛s❡ st✉❞②✳
✹✳✶ ❋r❛♠❡✇♦r❦
✹✳✶✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❋r❛♠❡✇♦r❦
❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ n st❛❣❡s Sk✱ 1 ≤ k ≤ n✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❈♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❞❛t❛ s❡ts ❛r❡ ❢❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❢r♦♠ st❛❣❡ t♦ st❛❣❡✱
✹✳✶✳ ❋❘❆▼❊❲❖❘❑ ✺✾
✉♥t✐❧ t❤❡② ❡①✐t t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❧❛st st❛❣❡✳ ❊❛❝❤ st❛❣❡ ❡①❡❝✉t❡s ❛ t❛s❦✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡
k✲t❤ st❛❣❡ Sk r❡❝❡✐✈❡s ❛♥ ✐♥♣✉t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡✱ ♦❢ s✐③❡ δk−1✱ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇k
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ❞❛t❛ ♦❢ s✐③❡ δk t♦ t❤❡ ♥❡①t st❛❣❡✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
k✲t❤ t❛s❦ ❛♥❞ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ♦♥ ❡❛❝❤ ❞❛t❛ s❡t✳ ❚❤❡ ✜rst st❛❣❡ S1 r❡❝❡✐✈❡s ❛♥ ✐♥♣✉t
♦❢ s✐③❡ δ0 ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ✇♦r❧❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛st st❛❣❡ Sn r❡t✉r♥s t❤❡ r❡s✉❧t✱ ♦❢ s✐③❡ δn✱ t♦ t❤❡
♦✉ts✐❞❡ ✇♦r❧❞✳
✳✳✳ ✳✳✳S2 Sk SnS1
✇1 ✇2 ✇k ✇n
δ0 δ1 δk−1 δk δn
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳
✹✳✶✳✷ ❚❛r❣❡t P❧❛t❢♦r♠
❲❡ t❛r❣❡t ❛ ♣❧❛t❢♦r♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✮✱ ✇✐t❤ p ♣r♦❝❡ss♦rs Pu✱ 1 ≤ u ≤ p✱ ❢✉❧❧② ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛s
❛ ✭✈✐rt✉❛❧✮ ❝❧✐q✉❡✳
❲❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 0 ≤ ❢♣u ≤ 1✱ 1 ≤ u ≤ p✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❆ s❡t ♦❢
♣r♦❝❡ss♦rs ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❋❛✐❧✉r❡ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ♦t❤❡r✇✐s❡
❋❛✐❧✉r❡ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✇♦r❦✲
✢♦✇s✳ ❚❤❡s❡ ✇♦r❦✢♦✇s ❛r❡ ♠❡❛♥t t♦ r✉♥ ❞✉r✐♥❣ ❛ ✈❡r② ❧♦♥❣ t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡
q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✇✐❧❧ ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥ ♦r ♥♦t ❛t ❛♥② t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❛t❡♥❝② ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞
❛❢t❡r t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡✳
❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❦ ❧✐♥❦u,v : Pu → Pv ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ♣r♦❝❡ss♦r ♣❛✐r Pu ❛♥❞ Pv✱ ♦❢
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❜u,v✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ♣r♦❝❡ss♦r ♣❛✐r✳
■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ s✇✐t❝❤✱ ♦r ❡✈❡♥ ❛ ♣❛t❤ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧✐♥❦s✱ t♦ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t
Pu ❛♥❞ Pv❀ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ r❡t❛✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ s❧♦✇❡st ❧✐♥❦ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❢♦r
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜u,v✳
s✐♥
su
P✐♥ s♦✉tP♦✉t
sv
❜u,v
Pu Pv
❜✐♥,u
❜v,♦✉t
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❚❤❡ t❛r❣❡t ♣❧❛t❢♦r♠✳
✻✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ P❘❖❇▲❊▼ ❉❊❋■◆■❚■❖◆
❚❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r Pu ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s su✱ ❛♥❞ ✐t t❛❦❡s X/su t✐♠❡✲✉♥✐ts ❢♦r Pu t♦ ❡①❡❝✉t❡ X
✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❡♥❢♦r❝❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦st ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❤❡♥❝❡ ✐t t❛❦❡s
X/❜ t✐♠❡✲✉♥✐ts t♦ s❡♥❞ ✭r❡s♣✳ r❡❝❡✐✈❡✮ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ♦❢ s✐③❡ X t♦ ✭r❡s♣✳ ❢r♦♠✮ Pv✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❝❛r❡ ♦❢ ❜② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡✲♣♦rt ♠♦❞❡❧ ❬✶✹❪✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❝❡ss♦r
❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛t ❛♥② t✐♠❡✲st❡♣✱ ❡✐t❤❡r ❛ s❡♥❞ ♦r ❛ r❡❝❡✐✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐st✐♥❝t ♣r♦❝❡ss♦r ♣❛✐rs ❝❛♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳
❚❤❡ ♦♥❡✲♣♦rt ♠♦❞❡❧ s❡❡♠s t♦ ✜t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ ❝✉rr❡♥t ▼P■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤
s❡r✐❛❧✐③❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ▼P■ s❡♥❞s ❛s s♦♦♥ ❛s ♠❡ss❛❣❡ s✐③❡s ❡①❝❡❡❞ ❛ ❢❡✇ ♠❡❣❛❜②t❡s ❬✺✾❪✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ♣❧❛t❢♦r♠s✿
• ❋✉❧❧② ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ✭su = s ❢♦r 1 ≤ u ≤ p✮ ❛♥❞ ✐♥t❡r✲
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❧✐♥❦s ✭❜u,v = ❜ ❢♦r 1 ≤ u, v ≤ p✮❀
• ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✱ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❧✐♥❦s ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❡❞ ♣r♦❝❡s✲
s♦rs✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ✜rst ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②❀
• ❋✉❧❧② ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❡❞
♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛♣❛❝✐t② ❧✐♥❦s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t✇♦ s♣❡❝✐❛❧ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss♦rs P✐♥ ❛♥❞ P♦✉t ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ✐♥✲
♣✉t✴♦✉t♣✉t ❞❛t❛✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❢♦r ❡❛❝❤ t❛s❦ r❡s✐❞❡s ♦♥ P✐♥✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ r❡s✉❧ts ♠✉st ❜❡
r❡t✉r♥❡❞ t♦ ❛♥❞ st♦r❡❞ ✐♥ P♦✉t✳
✹✳✶✳✸ ▼❛♣♣✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ st❛❣❡s t♦ ♣❧❛t❢♦r♠ ♣r♦❝❡ss♦rs✳
❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ st❛❣❡ Sk ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐s
♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ❛ ❞✐st✐♥❝t ♣r♦❝❡ss♦r ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢ n ≤ p✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡
♠❛♣♣✐♥❣s ♠❛② ❜❡ ✉♥❞✉❧② r❡str✐❝t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣s✱
✐✳❡✳✱ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
st❛❣❡s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ss✐❣♥✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ t❛s❦s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞✱ ❜✉t ♠❛② ✇❡❧❧ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ■♥ ❢❛❝t✱
t❤❡ ❜❡st ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ♠❛② t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ♦r ✐♥st❡❛❞ ♠❛② ❡♥r♦❧❧ ♦♥❧②
❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛st ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❧✐♥❦s✳
■♥t❡r✈❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ✭♥♦t
t♦ s♣❡❛❦ ♦❢ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ p < n✱ ✇❤❡r❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣s ❛r❡ ♠❛♥❞❛t♦r②✮✱ ❛♥❞ s✉❝❤ ♠❛♣♣✐♥❣s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❜② ❙✉❜❤❧♦❝❦ ❡t ❛❧✳ ❬✻✻✱ ✻✼❪✳
❋♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ [1..n] ✐♥t♦m ≤ p ✐♥t❡r✈❛❧s Ij = [dj , ej ] s✉❝❤ t❤❛t dj ≤ ej
❢♦r 1 ≤ j ≤ m✱ d1 = 1✱ dj+1 = ej + 1 ❢♦r 1 ≤ j ≤ m− 1 ❛♥❞ ep = n✳
❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧❧♦❝(j) r❡t✉r♥s t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧ Ij ✐s ♠❛♣♣❡❞✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ kj = |❛❧❧♦❝(j)| ♣r♦❝❡ss♦rs ❡①❡❝✉t✐♥❣ Ij ✱ ❛♥❞ ♦❜✈✐♦✉s❧② kj ≥ 1✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ kj ✐♥❝r❡❛s❡s
t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧ Ij ✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧♦❝(0) = {✐♥} ❛♥❞ ❛❧❧♦❝(p+ 1) =
{♦✉t}✱ ✇❤❡r❡ P✐♥ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♣r♦❝❡ss♦r ❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ P♦✉t ✐s r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts✳
P❡r✐♦❞
❉❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❋✉❧❧② ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❝❛♥
❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
P = max
1≤j≤m
{
δdj−1
❜
+
∑ej
i=dj
✇i
s❛❧❧♦❝(j)
+
δej
❜
}
✭✹✳✶✮
✹✳✶✳ ❋❘❆▼❊❲❖❘❑ ✻✶
❖♥ ❋✉❧❧② ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦
P = max
1≤j≤m
{
δdj−1
❜u,v
+
∑ej
i=dj
✇i
s❛❧❧♦❝(j)
+
δej
❜u,v
}
◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧s ❤❡r❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ st❛❣❡ ✐s ♦♥❧② ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ❛
s✐♥❣❧❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳
❘❡❧✐❛❜✐❧✐t②
❚❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡rm ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs
❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧✿
FP = 1−
∏
1≤j≤m
(1−
∏
u∈❛❧❧♦❝(j)
❢♣u). ✭✹✳✷✮
▲❛t❡♥❝②
❉❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❋✉❧❧② ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✱ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s
L =
∑
1≤j≤m
{
kj ×
δdj−1
❜
+
∑ej
i=dj
✇i
minu∈❛❧❧♦❝(j)(su)
}
+
δn
❜
. ✭✹✳✸✮
■♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣❛t❤ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛ s❡t✳ ❚❤❡
✇♦rst ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ✜rst ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❧ ❞✉r✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❆
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥t❡r✈❛❧ j ♠✉st t❤❡♥ ❜❡ ♣❛✐❞ kj t✐♠❡s s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❛r❡ s❡r✐❛❧✐③❡❞ ✭♦♥❡✲♣♦rt
♠♦❞❡❧✮✳ ❋♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ s❧♦✇❡st
♣r♦❝❡ss♦r ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❋♦r t❤❡ ✜♥❛❧ ♦✉t♣✉t✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱
❤❡♥❝❡ t❤❡ δn/❜✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❧❛t❡♥❝②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥s❡♥s✉s ♣r♦t♦❝♦❧
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ s✉r✈✐✈✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦rs ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❬✼✵❪✳
❆ s✐♠✐❧❛r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❋✉❧❧② ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✿
L =
∑
u∈❛❧❧♦❝(1)
δ0
❜✐♥,u
+
∑
1≤j≤m
max
u∈❛❧❧♦❝(j)


∑ej
i=dj
✇i
su
+
∑
v∈❛❧❧♦❝(j+1)
δej
❜u,v


✭✹✳✹✮
❘❡♠❛r❦ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ kj = 1✱ 1 ≤ j ≤ m✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ ❢❛✐❧✉r❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳
❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s
❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜❡st ♠❛♣♣✐♥❣✱ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✐♥t♦
✐♥t❡r✈❛❧s✱ ❛♥❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦r ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝❛♥ ❜❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❡✐t❤❡r t❤❡
♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♦r t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ♦r ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✿
✻✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ P❘❖❇▲❊▼ ❉❊❋■◆■❚■❖◆
• ●✐✈❡♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣❡r✐♦❞✱ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❛t❡♥❝② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞❄ ❆♥❞ t❤❡
❝♦✉♥t❡r♣❛rt✿ ●✐✈❡♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❧❛t❡♥❝②✱ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣❡r✐♦❞ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞❄
• ●✐✈❡♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❧❛t❡♥❝②✱ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞❄
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❛t❡♥❝② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
❛❝❤✐❡✈❡❞❄
✹✳✷ ▼♦t✐✈❛t✐♥❣ ❊①❛♠♣❧❡s
❇❡❢♦r❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ r❡❛❞❡r ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡
t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✈✐❛ s♦♠❡ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s✳
❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦♥♦✲❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥❝②✳ ❋♦r
❋✉❧❧② ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❛t❡♥❝② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞
❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ t♦ t❤❡ ❢❛st❡st ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠❛♣♣✐♥❣
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦♥t♦ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❝❡ss♦r ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st s✐♥❝❡ ❛❧❧ ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❢❛st❡st ♣r♦❝❡ss♦r ♦♥ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s ❡♥s✉r❡s t❤❡ s❤♦rt❡st ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❧✐♥❡ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❛♥②♠♦r❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ❤❡t✲
❡r♦❣❡♥❡♦✉s✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ♦♥ t❤❡ ❋✉❧❧②
❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳ ❚❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ st❛❣❡s✱ ❜♦t❤ ♥❡❡❞✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✭✇ = 2✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✭δ = 100✮✳ ■♥ t❤✐s
❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♠✉st ♠❛♣ ❡❛❝❤ st❛❣❡ ♦♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss♦r✱
t❤✉s s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ st❛❣❡s ✐♥t♦ t✇♦ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ ✇❡ ♠❛♣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡
♣r♦❝❡ss♦r✱ ✇❡ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ 100/100 + (2 + 2)/1 + 100/1 = 105✱ ❡✐t❤❡r ✐❢ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ P1
♦r P2 ❛s t❛r❣❡t ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❙♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦♥ P1 ❛♥❞
t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦♥ P2 r❡q✉✐r❡s t♦ ♣❛② t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P1 ❛♥❞ P2 ❜✉t ❞r❛st✐❝❛❧❧②
❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❧❛t❡♥❝②✿ 100/100 + 2/1 + 100/100 + 2/1 + 100/100 = 1 + 2 + 1 + 2 + 1 = 7✳
✶✵✵ ✶✵✵
✇2 = 2✇1 = 2
✶✵✵
S1 S2
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇✐t❤ ✷ ✐♥t❡r✈❛❧s✳
✶✵✵
✶
✶
✶✵✵
✶✵✵
s1 = 1
s2 = 1
Pin
P1
Pout
P2
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❚❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❤❛s t♦ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ ✐♥t❡r✈❛❧s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❛t❡♥❝② ♦♥ t❤✐s
♣❧❛t❢♦r♠✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡s❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✇❤❡♥ t❛❝❦❧✐♥❣ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱
✇❤❡r❡ ❧❛t❡♥❝② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ r❡s♣❡❝t✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢❛✐❧✉r❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡✳ ❲❡
✹✳✸✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑ ✻✸
✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r ❛ ✜①❡❞ ❧❛t❡♥❝② t❤r❡s❤♦❧❞
♦♥ ❋✉❧❧② ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✲❋❛✐❧✉r❡ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s st✐❧❧
❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✲❋❛✐❧✉r❡ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞
❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ♥♦t tr✉❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✳
❚❤❡ t❛r❣❡t ♣❧❛t❢♦r♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r ♦❢ s♣❡❡❞ 1 ❛♥❞ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 0.1✱ ✐t ✐s ❛ s❧♦✇
❜✉t r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ 10 ❢❛st ❛♥❞ ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ♦❢ s♣❡❡❞ 100
❛♥❞ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 0.8✳ ❆❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s ❤❛✈❡ ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❜ = 1✳ ■❢ t❤❡ ❧❛t❡♥❝②
t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ✜①❡❞ t♦ 22✱ t❤❡ s❧♦✇ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❆❧s♦✱ ✐❢
✇❡ ✉s❡ t❤r❡❡ ❢❛st ♣r♦❝❡ss♦rs✱ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✐s 3 ∗ 10 + 101/100 > 22✳ ❚❤✉s t❤❡ ❜❡st ♦♥❡✲✐♥t❡r✈❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ (1 − (1 − 0.82)) = 0.64✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤✳ ❲❡ ❝❛♥
❞♦ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❧♦✇ ♣r♦❝❡ss♦r ♦♥ t❤❡ s❧♦✇ st❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❡♥ t✐♠❡s t❤❡
s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ❢❛st ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ 10+ 1/1+ 10 ∗ 1+ 100/100 = 22 ❛♥❞
❛ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 1− (1−0.1).(1−0.810) < 0.2✳ ❚❤✉s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐st
♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳
S2S1
✇1 = 1 ✇2 = 100
10 1 0
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇✐t❤ ✷ ✐♥t❡r✈❛❧s✳
✹✳✸ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦
❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❙✉❜❤❧♦❝❦ ❛♥❞ ❱♦♥❞r❛♥ ❬✻✻✱ ✻✼❪ ❢♦r ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
♣❧❛t❢♦r♠s✳
❙❡✈❡r❛❧ ♣❛♣❡rs ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ t❛s❦s ♦♥t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
♣❧❛t❢♦r♠s✱ ❜✉t ❢♦r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ ❬✻✾❪✱ ❚❛✉r❛ ❛♥❞ ❈❤✐❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t❛s❦ ❣r❛♣❤✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❉❆● ✭❞✐r❡❝t❡❞ ❛❝②❝❧✐❝
❣r❛♣❤✮✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♣✐❡s ❛r❡ t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❚❛✉r❛ ❛♥❞ ❈❤✐❡♥ ❛❧s♦ r❡str✐❝t t♦
♠❛♣♣✐♥❣ ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ t❛s❦ t②♣❡ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ st❛❣❡ ✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✮
♦♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚❤❡✐r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s❤♦✇♥ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡
❤❡✉r✐st✐❝ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ❣♦♦❞ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣✱ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ r❡✜♥❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❉❆●✳ ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❬✾❪ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❚❛✉r❛ ❛♥❞ ❈❤✐❡♥✱ ✐✳❡✳✱ ✇✐t❤ ❛
❣❡♥❡r❛❧ ❉❆●✱ ❜✉t t❤❡② ❛❧❧♦✇ ❛ ❣✐✈❡♥ t❛s❦ t②♣❡ t♦ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❡❛❝❤ ❡①❡✲
❝✉t✐♥❣ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡♠❛✐♥s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❜✉t ❜❡❝♦♠❡s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦r s♣❡❝✐❛❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❉❆●s✱ s✉❝❤ ❛s s❡r✐❡s✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❣r❛♣❤s✳ ❋♦r s✉❝❤ ❣r❛♣❤s✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦✇✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛♣♣✐♥❣ r✉❧❡s✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❬✾❪ ❝❛♥ ♦♥❧② ❛❝❤✐❡✈❡ ♦♣t✐♠❛❧
t❤r♦✉❣❤♣✉t t❤r♦✉❣❤ ✈❡r② ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞s✿ ❤❡♥❝❡ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❛r❡
❧♦st✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✐s s❡✈❡r❡❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡r ♠❛♣♣✐♥❣ r✉❧❡s ✉s❡❞ ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❜❡tt❡r ♣❡r✐♦❞✴❧❛t❡♥❝② tr❛❞❡✲♦✛s✳
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t s❡r✐❡s ♦❢ ♣❛♣❡rs ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❉❛t❛❈✉tt❡r ♣r♦❥❡❝t ❬✷✼❪✳ ❖♥❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s
♣r♦❥❡❝t ✐s t♦ s❝❤❡❞✉❧❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥t♦ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ❣r✐❞s✱ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡r❡
t♦ ♣❧❛❝❡ ❛♥❞✴♦r r❡♣❧✐❝❛t❡ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❬✶✷✱ ✶✸✱ ✻✹❪✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝❤❛✐♥
✻✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ P❘❖❇▲❊▼ ❉❊❋■◆■❚■❖◆
♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ s❡t✳ ❚❤❡ t❛s❦ ❣r❛♣❤s
t❛r❣❡t❡❞ ❜② ❉❛t❛❈✉tt❡r ❛r❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❛♥ ❧✐♥❡❛r ♣✐♣❡❧✐♥❡s ♦r ❢♦r❦s✱ ❜✉t st✐❧❧ ♠♦r❡ r❡❣✉❧❛r
t❤❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❉❆●s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❡✣❝✐❡♥t ❤❡✉r✐st✐❝s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❆ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡r ❬✼✷❪ t❛r❣❡ts ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✇♦r❦✢♦✇s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❛r❜✐tr❛r② ❉❆●s✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡rs
❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✉♥❞❡r ❛ ✜①❡❞
t❤r♦✉❣❤♣✉t ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❖♥❧② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬✼✷❪✳ ■t ✇♦✉❧❞
❜❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✭❜✉t ❛❧s♦ ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✮ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ♦❢ ❬✼✷❪ t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
❢r❛♠❡✇♦r❦s✱ ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s t❤❛t ✇❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ♣✐♣❡❧✐♥❡
✇♦r❦✢♦✇s✳
■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✱ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦
♠✐♥✐♠✐③❡✳ ❚❤r❡❡✲❝r✐t❡r✐❛ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❡♥❡r❣②✱ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤♣✉t✮ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬✼✼❪✳
❚❤❡ ❢♦r♠❡r r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s ❞❡❛❧t ♠♦st❧② ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛ss✉♠❡ s②♥t❤❡t✐❝
✇♦r❦❧♦❛❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡s✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✲st✉❞② ✭❈❤❛♣t❡r ✻✮ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛
♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐♥ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ t❤❡ ❏P❊● ❡♥❝♦❞❡r✳
■♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥✱ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✱ ❜✉t t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t❡❞ ②❡t✳
▼❛♥② ❛✉t❤♦rs✱ st❛rt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❧♦❝❦✇✐s❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❏P❊● ❡♥❝♦❞❡r ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② s✐♠♣❧❡ ❞❛t❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✜♥❡✲❣r❛✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥
♦♣♣♦rt✉♥✐t② ✐s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ ❬✷✾✱ ✻✷❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧♠♦st ❛❧❧ st❛❣❡s✱
❢r♦♠ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ♦✈❡r ❉❈❚ t♦ t❤❡ ❍✉✛♠❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❬✹✱ ✹✹❪✳
❘❡❝❡♥t❧②✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❏P❊●✷✵✵✵ ❝♦❞❡❝✱ ❡✣❝✐❡♥t ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡t ❝♦❞✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❬✹✾❪✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ✇♦r❦s t❛r❣❡t t❤❡ ❜❡st s♣❡❡❞✲✉♣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s
❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛r②✐♥❣ ❧♦❛❞ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❖♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
✐ss✉❡ ✇❤❡♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♠❛❣❡s✱ ❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❢♦r ▼♦t✐♦♥ ❏P❊● ✭▼✲❏P❊●✮✳
❚♦ ♠❡❡t t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ s♦❧✈❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✇♦r❦ ❛ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐✳❡✳✱ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❧❛t❡♥❝②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧✲
❜❛s❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣ str❛t❡❣② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ st❛❣❡s t♦ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s
♠❡❡t✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ✢❡①✐❜❧❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❡✈❡♥ ❢♦r ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♣✐❝t✉r❡s✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞
✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❏P❊● ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡② r❡❧② ♠❛✐♥❧② ♦♥ ♣✐①❡❧ ♦r ❜❧♦❝❦✲
✇✐s❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❬✸✵✱ ✺✸❪✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❋❡rr❡tt✐ ❡t ❛❧✳ ❬✸✵❪ ✉s❡s t❤r❡❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡s t♦ ❝❛rr② ♦✉t
❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣✐①❡❧s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡r✐❛❧ str❡❛♠ ♦❢ ✐♥❝♦♠✐♥❣
❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♣✐①❡❧ ❛♥❞ ❜❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ✉s❡❢✉❧ ❢♦r s♠❛❧❧ ♣✐❝t✉r❡s ♦♥❧②✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱
❙❤❡❡❧ ❡t ❛❧✳ ❬✻✶❪ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ st❛❣❡ ♣r❡s❡♥ts ❛ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❏P❊●
❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❳t❡♥s❛ ▲❳ ♣r♦❝❡ss♦rs ✇❤✐❝❤ r✉♥ s✉❜♣r♦❣r❛♠s
♦❢ t❤❡ ❏P❊● ❡♥❝♦❞❡r ♣r♦❣r❛♠✳ ❊❛❝❤ ♣r♦❣r❛♠ ❛❝❝❡♣ts ❞❛t❛ ✈✐❛ t❤❡ q✉❡✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱
♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ♣✉s❤❡s ✐t t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t q✉❡✉❡ ✐♥t♦ t❤❡ ♥❡①t
st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ♦✉r ✇♦r❦✱ ❤♦✇❡✈❡r ♥♦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ♦♥❧② r✉♥t✐♠❡ ✭❧❛t❡♥❝②✮ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s
st❛t✐❝ ❛♥❞ s❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❜❛s✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❡✳❣✳✱ t❤❛t t❤❡ ❉❈❚ ✐s
t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❧❡① ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ r✉♥t✐♠❡✳
❈❤❛♣t❡r ✺
❈♦♠♣❧❡①✐t② ❘❡s✉❧ts
❉❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠♦♥♦✲❝r✐t❡r✐♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ st❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❤✐❣❤❧② ❞❡✲
♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♦r t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s tr✐✈✐❛❧✱
✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s ◆P✲❤❛r❞ ❛s s♦♦♥ ❛s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❝❝✉rs✳ ◗✉✐t❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱
t❤✐s ❧❛st r❡s✉❧t ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥s✲t♦✲❝❤❛✐♥s
♣r♦❜❧❡♠ ❬✺✺❪ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✲s♣❡❡❞ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐s ◆P✲❤❛r❞✳
▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ❛ ❧♦t ❤❛r❞❡r✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲
t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✱ ♦♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s ❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ◆P✲
❝♦♠♣❧❡t❡✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✜rst ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ♠♦♥♦✲❝r✐t❡r✐❛ ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣❛ss t♦ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳
✺✳✶ ▼♦♥♦✲❝r✐t❡r✐❛ Pr♦❜❧❡♠s
❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦✲❝r✐t❡r✐❛
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳
✺✳✶✳✶ ❋❛✐❧✉r❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐t②
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t②♣❡s ♦❢ ♣❧❛t❢♦r♠s✳
❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❡❛s✐❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✿ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❜② r❡♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦♥ ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❚❤✐s
✐s tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣❧❛t❢♦r♠ t②♣❡s✳ 
❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❋✉❧❧② ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❋✉❧❧② ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
P ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❬✻✻❪ ◆P✲❤❛r❞❬✶✵❪ ◆P✲❤❛r❞
▲ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ◆P✲❤❛r❞ ❬✶✶❪
❋P ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♠♦♥♦✲❝r✐t❡r✐❛ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳
✻✺
✻✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❈❖▼P▲❊❳■❚❨ ❘❊❙❯▲❚❙
✺✳✶✳✷ ▲❛t❡♥❝②
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ❋✉❧❧② ❍♦✲
♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ❤❛r❞❡r
❢♦r ❋✉❧❧② ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡
♠❛♣♣❡❞ ♦♥ ❢❛st ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ❧✐♥❦s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❧❛t❡♥❝②✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♦♥❧②
❞❡❝r❡❛s❡ ❧❛t❡♥❝② s♦ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ♠♦♥♦✲❝r✐t❡r✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ st❛❣❡s ✐♥t♦ ✐♥t❡r✈❛❧s✳
❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ♦♥ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦✲
♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇❤❡♥ ✇❡ s✉♣♣r❡ss ❛❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆❧s♦✱ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧❛t❡♥❝② ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❡①tr❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❛t❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②
♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦♥t♦ t❤❡ ❢❛st❡st ♣r♦❝❡ss♦r j✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② (
∑n
i=1 ✇i) /sj ✳
■❢ ❛ s❧♦✇❡r ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣✱ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮✱
s✐♥❝❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ t❛❦❡ ❧♦♥❣❡r✱ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♠❛② ♦❝❝✉r✳

■♥ ❬✶✶❪✱ ❇❡♥♦✐t ❡t ❛❧✳ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♦♥ ❋✉❧❧② ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s
✐s ◆P✲❤❛r❞✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ t✇♦ ❢✉rt❤❡r r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❧✐♥❡❛r
♣✐♣❡❧✐♥❡ ❣r❛♣❤s✳ ❋✐rst✱ ✐❢ ✇❡ r❡❧❛① t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✐✳❡✳✱ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ st❛❣❡s ❝❛♥
❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❲❡ ❝❛❧❧ s✉❝❤ ♠❛♣♣✐♥❣s
❣❡♥❡r❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ st❛❣❡ ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦
❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss♦r✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ◆P✲❤❛r❞✳
❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦♥ ❋✉❧❧② ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s ❢♦r ❣❡♥✲
❡r❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣s✳
Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❋✉❧❧② ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s ❛♥❞ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❧❛t❡♥❝②✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ n.m+2 ✈❡rt✐❝❡s✱ ❛♥❞ (n−1)m2+2m ❡❞❣❡s✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳ Vi,u ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ st❛❣❡ Si ♦♥t♦ ♣r♦❝❡ss♦r Pu✳ V0,✐♥ ❛♥❞ V(n+1),♦✉t
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❛♥❞ ❞❛t❛ ♠✉st ✢♦✇ ❢r♦♠ V0,✐♥ t♦ V(n+1),♦✉t✳ ❊❞❣❡s
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♦♥❡ st❛❣❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ t❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ m2 ❡❞❣❡s ❢♦r i = 0..n✱
❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ✈❡rt❡① Vi,u t♦ Vi+1,v ❢♦r u, v = 1..m ✭❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st st❛❣❡s ✇❤❡r❡ t❤❡r❡
❛r❡ ♦♥❧② m ❡❞❣❡s✮✳
V1,1 V2,1
e1,1,1
V0,✐♥
e0,✐♥,1
en,1,♦✉t
✳✳✳
✳✳✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
V1,2
V1,m
Vn+1,♦✉t
Vn,1
Vn,2
Vn,m
V2,1
V2,m
e0,✐♥,m
e2,u,v en−1,u,v
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥❝②✳
❚❤✉s✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♣❛t❤ ❢r♦♠ V0,✐♥ t♦ V(n+1),♦✉t✿ ✐❢ Vi,u ✐s ✐♥ t❤❡
♣❛t❤ t❤❡♥ st❛❣❡ Si ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ Pu✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛ ♣❛t❤ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
st❛❣❡s✱ t❤✉s t❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ♥♦t ✐♥t❡r✈❛❧✲❜❛s❡❞✳
✺✳✶✳ ▼❖◆❖✲❈❘■❚❊❘■❆ P❘❖❇▲❊▼❙ ✻✼
❲❡ ❛ss✐❣♥ ✇❡✐❣❤ts t♦ t❤❡ ❡❞❣❡s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❛ ♣❛t❤ ✐s t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ st❛❣❡ Si ♦♥ Pu ✐s ❛❞❞❡❞ ♦♥ t❤❡ m ❡❞❣❡s ❡①✐t✐♥❣
Vi,u✱ ❛♥❞ t❤✉s ei,u,v =
✇i
su
✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ❡❞❣❡s✿ ei,u,v+ =
δi
❜u,v
✐❢ Pu 6= Pv✳
❊❞❣❡s ei,u,u ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✐♥tr❛✲✐♥t❡r✈❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❝♦st t♦ ♣❛②✳
❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✇❤✐❝❤ r❡❛❧✐③❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❛t❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜♥❞✐♥❣ ❛ s❤♦rt❡st ♣❛t❤
✐♥ t❤✐s ❣r❛♣❤ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ V0,✐♥ t♦ V(n+1),♦✉t✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ❤❛s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❬✷✺❪✱ t❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳
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◆♦✇ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♠❛♣♣✐♥❣s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ st❛❣❡ Sk ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐s
♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ❛ ❞✐st✐♥❝t ♣r♦❝❡ss♦r ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢ n ≤ p✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡s✉❧t✿
❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✹✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✐s ◆P✲❤❛r❞ ♦♥ ❋✉❧❧② ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s ❢♦r ♦♥❡✲
t♦✲♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣s✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❡❛r❧② ❜❡❧♦♥❣s t♦ ◆P✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥
Pr♦❜❧❡♠ ✭❚❙P✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❬✸✷❪✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥st❛♥❝❡ I1 ♦❢ ❚❙P✱ ✐✳❡✳✱ ❛
❝♦♠♣❧❡t❡ ❣r❛♣❤ G = (V,E, c)✱ ✇❤❡r❡ c(e) ✐s t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡❞❣❡ e✱ ❛ s♦✉r❝❡ ✈❡rt❡① s ∈ V ✱ ❛ t❛✐❧
✈❡rt❡① t ∈ V ✱ ❛♥❞ ❛ ❜♦✉♥❞ K✿ ✐s t❤❡r❡ ❛♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♣❛t❤ ✐♥ G ❢r♦♠ s t♦ t ✇❤♦s❡ ❝♦st ✐s ♥♦t
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ K❄
❲❡ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥st❛♥❝❡ I2 ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❧❛t❡♥❝② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ n = |V | ✐❞❡♥t✐❝❛❧ st❛❣❡s✳ ❆❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ❛r❡ ✉♥✐t ❝♦sts✿
wi = δi ❢♦r ❛❧❧ i✳ ❋♦r t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ P✐♥ ❛♥❞ P♦✉t ✇❡ ✉s❡ m = n = |V | ✐❞❡♥t✐❝❛❧
♣r♦❝❡ss♦rs ♦❢ ✉♥✐t s♣❡❡❞✿ si = 1 ❢♦r ❛❧❧ i✳ ❲❡ s✐♠♣❧② ✇r✐t❡ i ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r Pi t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ✈❡rt❡① vi ∈ V ✳
❲❡ ♦♥❧② ♣❧❛② ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s✿ ✇❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t P✐♥ ❛♥❞ s✱ P♦✉t ❛♥❞ t ✇✐t❤ ❧✐♥❦s
♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ 1✳ ❲❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t i ❛♥❞ j ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❦ ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ 1c(ei,j) ✳ ❆❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❧✐♥❦s
❛r❡ ✈❡r② s❧♦✇ ✭s❛② t❤❡✐r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1K+n+3✮✳ ❲❡ ❛s❦ ✇❤❡t❤❡r ✇❡ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛
❧❛t❡♥❝② L ≤ K ′✱ ✇❤❡r❡ K ′ = K + n+ 2✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ I2 ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ I1✳
❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛s ♠❛♥② ♣r♦❝❡ss♦rs ❛s st❛❣❡s✱ ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ t♦ I2 ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❲❡
♥❡❡❞ t♦ ♠❛♣ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦♥ s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ♦♥ t✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t ❝♦st ❛❧r❡❛❞②
❡①❝❡❡❞s K ′✳ ❲❡ s♣❡♥❞ 2 t✐♠❡✲✉♥✐ts ❢♦r ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t✱ ❛♥❞ n t✐♠❡✲✉♥✐ts ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✭♦♥❡ ✉♥✐t
♣❡r st❛❣❡✴♣r♦❝❡ss♦r✮✳ ❚❤❡r❡ r❡♠❛✐♥ ❡①❛❝t❧② K t✐♠❡✲✉♥✐ts ❢♦r ✐♥t❡r✲♣r♦❝❡ss♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱
✐✳❡✳✱ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♣❛t❤ t❤❛t ❣♦❡s ❢r♦♠ s t♦ t✳ ❲❡ ❝❛♥♥♦t ✉s❡ ❛♥② s❧♦✇
❧✐♥❦ ❡✐t❤❡r✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r I2 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❡ ❢♦r I1✳ 
✺✳✶✳✸ P❡r✐♦❞
▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦♥ ❋✉❧❧② ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❬✻✻❪✳
❆s ✇❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❡❛s✐❧② ❢♦r ❛❧❧ t②♣❡s ♦❢ ♣❧❛t❢♦r♠s
❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❢♦r ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t s♦ ❡❛s② t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦♥ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
♣❧❛t❢♦r♠s✱ ❛♥❞ ✐♥ ❬✶✵❪ ❇❡♥♦✐t ❛♥❞ ❘♦❜❡rt ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ◆P✲❤❛r❞✳
✻✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❈❖▼P▲❊❳■❚❨ ❘❊❙❯▲❚❙
❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❋❛✐❧✉r❡ ❋✉❧❧② ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❋✉❧❧② ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
P ✫ ▲ ✴ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❬✻✼❪ ◆P✲❤❛r❞ ◆P✲❤❛r❞
❋P ✫ ▲ ❤♦♠✳ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ◆P✲❤❛r❞
❋P ✫ ▲ ❤❡t✳ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦♣❡♥ ◆P✲❤❛r❞
❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
✺✳✷ ❇✐✲❝r✐t❡r✐❛ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷✳ ❆s
❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✱ ✇❡ ❡✐t❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r ♣❡r✐♦❞✲❧❛t❡♥❝② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ♦r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
✺✳✷✳✶ P❡r✐♦❞ ❛♥❞ ▲❛t❡♥❝②
■♥ ❬✻✼❪✱ ❙✉❜❤❧♦❝❦ ❡t ❛❧✳ ♣r♦✈❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ❧❛t❡♥❝②
❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❋✉❧❧② ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ◆P✲
❤❛r❞ ❢♦r ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✱ ❛❧❧ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♦r ❋✉❧❧② ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s ❛r❡ ◆P✲❤❛r❞✳
✺✳✷✳✷ ▲❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❋❛✐❧✉r❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐t②
Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ▲❡♠♠❛
❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❧❡♠♠❛ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤
❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r ❋✉❧❧②
❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✱ ❛♥❞ ❢♦r ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢❛✐❧✉r❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳
▲❡♠♠❛ ✺✳✶✳ ❖♥ ❋✉❧❧② ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✲❋❛✐❧✉r❡ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
♣❧❛t❢♦r♠s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r ❛ ✜①❡❞ ❧❛t❡♥❝② t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡
✐♥t❡r✈❛❧ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✉♥❞❡r ❛ ✜①❡❞ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤r❡s❤♦❧❞✳
Pr♦♦❢✳ ■❢ t❤❡ st❛❣❡s ❛r❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ p ✐♥t❡r✈❛❧s✱ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
1−
∏
1≤j≤p
(1−
∏
u∈❛❧❧♦❝(j)
❢♣u).
▲❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❋✉❧❧② ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛s❡✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❋❛✐❧✉r❡ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❢♦r ❛ ♠♦st
❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣✳ ❲❡ ❝❛♥ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ♥❡✇ ♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ✇❤✐❝❤
✐♠♣r♦✈❡s ❜♦t❤ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ▲❡t k0 ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❛t t❤❡ ✜rst
✐♥t❡r✈❛❧ ✐s r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧
♦♥ t❤❡ k0 ♠♦st r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss♦rs r❡❛❧✐③❡s✿ ✭✐✮ ❛ ❧❛t❡♥❝② ✇❤✐❝❤ ✐s s♠❛❧❧❡r s✐♥❝❡ ✇❡ r❡♠♦✈❡ t❤❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧s❀ ✭✐✐✮ ❛ s♠❛❧❧❡r ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✐♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥
(1−
∏
u∈❛❧❧♦❝(1) ❢♣u) ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✭t❤❡ ♠♦st r❡❧✐❛❜❧❡
♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ♦♥❡✮✱ ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❡ ♦❧❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❡✈❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❜②
♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ✐t ❜② ♦t❤❡r t❡r♠s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1✳ ❚❤✉s t❤❡ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❜❡tt❡r ❢♦r ❜♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❋❛✐❧✉r❡ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r
r❡❛s♦♥✐♥❣ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ s❡❧❡❝t t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❡✇❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✱
✺✳✷✳ ❇■✲❈❘■❚❊❘■❆ ❖P❚■▼■❩❆❚■❖◆ ✻✾
❞❡♥♦t❡❞ k✳ ■♥ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ t❡r♠ ✐♥ (1− ❢♣k)✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 1−(1− ❢♣k) ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧
♦♥t♦ k ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❧❛t❡♥❝②✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢❛st❡st k ♣r♦❝❡ss♦rs✱
❛♥❞ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤✐s s❝❤❡♠❡ ❝❛♥♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ ❧❛t❡♥❝② ✭k ≤ k0 ❛♥❞ t❤❡ s❧♦✇❡st ♣r♦❝❡ss♦r
✐s ♥♦t s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ s❧♦✇❡st ♣r♦❝❡ss♦r ♦❢ ❛♥② ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❚❤✉s t❤❡ ♥❡✇
s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❜❡tt❡r ❢♦r ❜♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❞s t❤❡ ♣r♦♦❢✳
❲❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ▲❡♠♠❛ ✺✳✶ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞
❋❛✐❧✉r❡ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✿ ✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ❝♦✉♥t❡r ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ♥♦t
tr✉❡✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳

❋✉❧❧② ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s P❧❛t❢♦r♠s
❋♦r ❋✉❧❧② ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛❧❧ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ s✐♥❝❡ t❤❡
♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛
♠❛♣♣✐♥❣ ♦♥ s✉❝❤ ♣❧❛t❢♦r♠s ❛❧✇❛②s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❜♦t❤ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞✳
❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✺✳ ❖♥ ❋✉❧❧② ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✉s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ♦r
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳
■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✜♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs k t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡t✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ k ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❲✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ t❤❡ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ✉s❡❞✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✿ ❋✉❧❧② ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✿ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ FP ❢♦r ❛ ✜①❡❞ L
❜❡❣✐♥
❋✐♥❞ k ♠❛①✐♠✉♠✱ s✉❝❤ t❤❛t
k ×
δ0
❜
+
∑
1≤j≤n ✇j
s
+
δn
❜
≤ L
❘❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦♥t♦ t❤❡ k ✭♠♦st r❡❧✐❛❜❧❡✮ ♣r♦❝❡ss♦rs❀
❡♥❞
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✿ ❋✉❧❧② ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✿ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ L ❢♦r ❛ ✜①❡❞ FP
❜❡❣✐♥
❋✐♥❞ k ♠✐♥✐♠✉♠✱ s✉❝❤ t❤❛t
1− (1− ❢♣k) ≤ FP
❘❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦♥t♦ t❤❡ k ✭♠♦st r❡❧✐❛❜❧❡✮ ♣r♦❝❡ss♦rs❀
❡♥❞
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ✐t ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣ ♦❢
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡
✼✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❈❖▼P▲❊❳■❚❨ ❘❊❙❯▲❚❙
❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ t❤✉s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛❧❧♦❝ ✉s❡❞ ❢♦r r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ |❛❧❧♦❝|
✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ✉s❡❞✳
❚❤❡ ✜rst ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
▼✐♥✐♠✐③❡ 1− (1−
∏
u∈❛❧❧♦❝ ❢♣u),
✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
✭✺✳✶✮
|❛❧❧♦❝|
δ0
❜
+
∑
1≤i≤n ✇i
s
+
δn
❜
≤ L
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
∏
u∈❛❧❧♦❝ ❢♣u✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ♥✉♠❜❡r k ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✿
k =
⌊
❜
δ0
(
L −
δn
❜
−
∑
1≤i≤n ✇i
s
)⌋
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
∏
u∈❛❧❧♦❝ ❢♣u✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ ❛s ♠❛♥② ♣r♦❝❡ss♦rs ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ ❢♣u ≤ 1
❢♦r 1 ≤ u ≤ m✳
■❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐s ♥♦t ✉s❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐t ✇✐t❤ ❛ ❧❡ss r❡❧✐❛❜❧❡ ♦♥❡✱
❛♥❞ t❤✉s ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✱ s♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ k ♠♦st
r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜❡❧♦✇✿
▼✐♥✐♠✐③❡ |❛❧❧♦❝| δ0
❜
+
P
1≤i≤n ✇i
s
+ δn
❜
,
✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
✭✺✳✷✮
1− (1−
∏
u∈❛❧❧♦❝
❢♣u) ≤ FP
▲❛t❡♥❝② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ |❛❧❧♦❝| ✐s ❧❛r❣❡✱ t❤✉s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs
✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✮✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐s ♥♦t ✉s❡❞✱ ✇❡
❝❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐t ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤♦✉t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥❝②✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❧❡❛❞ t♦
❛❞❞ ❢❡✇❡r ♣r♦❝❡ss♦rs t♦ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡t ❢♦r ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ t❤✉s r❡t✉r♥s
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦ ❇♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭✺ ❛♥❞ ✻✮ ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❢❛✐❧✉r❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❲❡ ❛❞❞ t❤❡ ♠♦st r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss♦rs t♦ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✭t❤✉s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮ ✇❤✐❧❡ L ♦r FP ❛r❡ ♥♦t r❡❛❝❤❡❞✳
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s P❧❛t❢♦r♠s
❋♦r ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✱ ✇❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❢❛✐❧✉r❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❋❛✐❧✉r❡ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛
s♦❧✉t✐♦♥ st✐❧❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳
❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✻✳ ❖♥ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s ✇✐t❤ ❋❛✐❧✉r❡ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ t❤❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✉s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼ ♦r ✽✳
✺✳✷✳ ❇■✲❈❘■❚❊❘■❆ ❖P❚■▼■❩❆❚■❖◆ ✼✶
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✿ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s ✲ ❋❛✐❧✉r❡ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✿ ▼✐♥✐♠✐③✲
✐♥❣ FP ❢♦r ❛ ✜①❡❞ L
❜❡❣✐♥
❖r❞❡r ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ sj ❀
❋✐♥❞ k ♠❛①✐♠✉♠✱ s✉❝❤ t❤❛t
k ×
δ0
❜
+
∑
1≤j≤n ✇j
sk
+
δn
❜
≤ L
❘❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦♥t♦ t❤❡ ❢❛st❡st k ♣r♦❝❡ss♦rs❀
✴✴ ◆♦t❡ t❤❛t ❛t ❛♥② t✐♠❡ sk ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢
✴✴ t❤❡ s❧♦✇❡st ♣r♦❝❡ss♦r ✉s❡❞
✴✴ ✐♥ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳
❡♥❞
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✿ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s ✲ ❋❛✐❧✉r❡ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✿ ▼✐♥✐♠✐③✲
✐♥❣ L ❢♦r ❛ ✜①❡❞ FP
❜❡❣✐♥
❋✐♥❞ k ♠✐♥✐♠✉♠✱ s✉❝❤ t❤❛t
1− (1− ❢♣k) ≤ FP
❘❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦♥t♦ t❤❡ ❢❛st❡st k ♣r♦❝❡ss♦rs❀
❡♥❞
■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ❢❛st❡st ♣r♦❝❡ss♦rs t♦ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✐s ♥♦t
❡①❝❡❡❞❡❞ ✭♦r ✉♥t✐❧ FP ✐s r❡❛❝❤❡❞✮✱ t❤✉s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡
❧❛t❡♥❝②✳
Pr♦♦❢✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡tt✐♥❣✱ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶ st✐❧❧ ❛♣♣❧✐❡s✱ s♦ ✇❡ r❡str✐❝t t♦ ♠❛♣♣✐♥❣s ❛s ❛ s✐♥❣❧❡
✐♥t❡r✈❛❧✱ ❛♥❞ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛❧❧♦❝ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳
❚❤❡ ✜rst ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿
▼✐♥✐♠✐③❡ 1− (1− ❢♣|❛❧❧♦❝|),
✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
✭✺✳✸✮
|❛❧❧♦❝|
δ0
❜
+
∑
1≤i≤n ✇i
minu∈❛❧❧♦❝ su
+
δn
❜
≤ L
❚❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s s♠❛❧❧❡r ✇❤❡♥ |❛❧❧♦❝| ✐s ❧❛r❣❡✱ t❤✉s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ ❛s ♠❛♥② ♣r♦❝❡ss♦rs
❛s ✇❡ ❝❛♥ ✇❤✐❧❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ ♠♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✱
❛♥❞ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ s❧♦✇❡st ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ t❤❡ |❛❧❧♦❝| ❢❛st❡st ♣r♦❝❡ss♦rs
❛r❡ ♥♦t ✉s❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛ ❢❛st❡st ♣r♦❝❡ss♦r ✇✐t❤ ❛ ✉s❡❞ ♦♥❡ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧❛t❡♥❝②✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼ t❤✉s r❡t✉r♥s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣✳
❚❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s✐♠✐❧❛r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿
▼✐♥✐♠✐③❡ |❛❧❧♦❝| δ0
❜
+
P
1≤i≤n ✇i
minu∈❛❧❧♦❝ su
+ δn
❜
,
✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
✭✺✳✹✮
✼✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❈❖▼P▲❊❳■❚❨ ❘❊❙❯▲❚❙
1− (1− ❢♣|❛❧❧♦❝|) ≤ FP
❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ✜♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢②
FP✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ ❢❛st❡st ♣r♦❝❡ss♦rs t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❧❛t❡♥❝②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✭❋❛✐❧✲
✉r❡ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✮✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❢♦r ❋❛✐❧✉r❡ ❍❡t❡r♦✲
❣❡♥❡♦✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①❤✐❜✐t ❢♦r s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡
st❛❣❡s ♠✉st ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡♠❛✐♥s ♦♣❡♥✱ ❜✉t
✇❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✐t ✐s ◆P✲❤❛r❞✳
❋✉❧❧② ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s P❧❛t❢♦r♠s
❋♦r ❋✉❧❧② ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s t❤❡ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ◆P✲❤❛r❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♦♥ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ❛❧r❡❛❞②
◆P✲❤❛r❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✮✳
✺✳✸ ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧✲❜❛s❡❞ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛
♠❛♣♣✐♥❣ ♦♥ ❋✉❧❧② ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✱ r❡s♣❡❝t✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛ ✜①❡❞ ❧❛t❡♥❝② ♦r ❛ ✜①❡❞ ♣❡r✐♦❞✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ n st❛❣❡s ❛♥❞ p ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ♣❧✉s t✇♦ ✜❝t✐t✐♦✉s ❡①tr❛ st❛❣❡s S0 ❛♥❞
Sn+1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ P✐♥ ❛♥❞ P♦✉t✳ ❋✐rst ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
• ❋♦r k ∈ [0..n+1] ❛♥❞ u ∈ [1..p]∪{✐♥, ♦✉t}✱ xk,u ✐s ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ st❛❣❡ Sk ✐s
❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss♦r Pu❀ ✇❡ ❧❡t x0,✐♥ = xn+1,♦✉t = 1✱ ❛♥❞ xk,✐♥ = xk,♦✉t = 0 ❢♦r 1 ≤ k ≤ n✳
• ❋♦r k ∈ [0..n]✱ u, v ∈ [1..p] ∪ {✐♥, ♦✉t} ✇✐t❤ u 6= v✱ zk,u,v ✐s ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1
✐❢ st❛❣❡ Sk ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ Pu ❛♥❞ st❛❣❡ Sk+1 ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ Pv✿ ❤❡♥❝❡ ❧✐♥❦u,v : Pu → Pv ✐s
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ st❛❣❡s✳
• ■❢ k 6= 0 t❤❡♥ zk,✐♥,v = 0 ❢♦r ❛❧❧ v 6= ✐♥ ❛♥❞ ✐❢ k 6= n t❤❡♥ zk,u,♦✉t = 0 ❢♦r ❛❧❧ u 6= ♦✉t✳
• ❋♦r k ∈ [0..n] ❛♥❞ u ∈ [1..p] ∪ {✐♥, ♦✉t}✱ yk,u ✐s ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ st❛❣❡s Sk
❛♥❞ Sk+1 ❛r❡ ❜♦t❤ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ Pu❀ ✇❡ ❧❡t yk,✐♥ = yk,♦✉t = 0 ❢♦r ❛❧❧ k✱ ❛♥❞ y0,u = yn,u = 0
❢♦r ❛❧❧ u✳
• ❋♦r u ∈ [1..p]✱ ✜rst(u) ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ Pu❀
s✐♠✐❧❛r❧②✱ ❧❛st(u) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❛st st❛❣❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ Pu✳ ❚❤✉s Pu ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
[✜rst(u), ❧❛st(u)]✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ 1 ≤ ✜rst(u) ≤ ❧❛st(u) ≤ n✳
• T♦♣t ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡✱ s♦ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
❡✐t❤❡r t♦ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦r t♦ t❤❡ ❧❛t❡♥❝②✳
❲❡ ❧✐st ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡♥❢♦r❝❡❞✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✇r✐t❡
∑
u ✐♥st❡❛❞
♦❢
∑
u∈[1..p]∪{✐♥,♦✉t} ✇❤❡♥ s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦rs✳
• ❋✐rst t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞ ❧✐♥❦ ✉s❛❣❡✿ ❡✈❡r② st❛❣❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r✱
✐✳❡✳✱ ∀k ∈ [0..n+ 1],
∑
u xk,u = 1✳
✺✳✸✳ ▲■◆❊❆❘ P❘❖●❘❆▼ ❋❖❘▼❯▲❆❚■❖◆ ✼✸
• ❊✈❡r② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡✐t❤❡r ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ❧✐♥❦ ♦r ❝♦❧❧❛♣s❡s ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ st❛❣❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞
t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss♦r✿ ∀k ∈ [0..n],
∑
u 6=v zk,u,v +
∑
u yk,u = 1✳
• ■❢ st❛❣❡ Sk ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ Pu ❛♥❞ st❛❣❡ Sk+1 t♦ Pv✱ t❤❡♥ ❧✐♥❦u,v : Pu → Pv ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✿ ∀k ∈ [0..n],∀u, v ∈ [1..p] ∪ {✐♥, ♦✉t}, u 6= v, xk,u + xk+1,v ≤ 1 + zk,u,v✳
• ■❢ ❜♦t❤ st❛❣❡s Sk ❛♥❞ Sk+1 ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ Pu✱ t❤❡♥ yk,u = 1✿ ∀k ∈ [0..n],∀u ∈ [1..p] ∪
{✐♥, ♦✉t}, xk,u + xk+1,u ≤ 1 + yk,u✳
• ■❢ st❛❣❡ Sk ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ Pu✱ t❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✜rstu ≤ k ≤ ❧❛stu✳ ❲❡ ✇r✐t❡ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t
❛s✿ ∀k ∈ [1..n],∀u ∈ [1..p], ✜rstu ≤ k.xk,u+n.(1−xk,u) ❛♥❞ ∀k ∈ [1..n],∀u ∈ [1..p], ❧❛stu ≥
k.xk,u✳
• ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ st❛❣❡ Sk ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ Pu ❛♥❞ st❛❣❡ Sk+1 ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ Pv 6= Pu ✭✐✳❡✳✱
zk,u,v = 1✮ t❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧❛stu ≤ k ❛♥❞ ✜rstv ≥ k + 1 s✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❲❡
✇r✐t❡ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ❛s✿ ∀k ∈ [1..n−1],∀u, v ∈ [1..p], u 6= v, ❧❛stu ≤ k.zk,u,v+n.(1−zk,u,v)
❛♥❞ ∀k ∈ [1..n− 1],∀u, v ∈ [1..p], u 6= v, ✜rstv ≥ (k + 1).zk,u,v✳
❚❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② L✿
p∑
u=1
n∑
k=1



∑
t6=u
❝♦♠♠k−1
❜t,u
zk−1,t,u

+ ✇k
su
xk,u

+

 ∑
u∈[1..p]∪{✐♥}
❝♦♠♠n
❜u,♦✉t
zn,u,♦✉t

 ≤ L
❛♥❞ t ∈ [1..p] ∪ {✐♥, ♦✉t}✳
❚❤❡r❡ r❡♠❛✐♥s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ ✐t ❜② P✿ ∀u ∈ [1..p],
n∑
k=1



∑
t6=u
❝♦♠♠k−1
❜t,u
zk−1,t,u

+ ✇k
su
xk,u +

∑
v 6=u
❝♦♠♠k
❜u,v
zk,u,v



 ≤ P.
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡✐t❤❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ P r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✜①❡❞ ❧❛t❡♥❝②
L ♦r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② L ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♣❡r✐♦❞ P✳ ❙♦ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✇❡ ✜① L ❛♥❞ s❡t
T♦♣t = P✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ P ✐s ✜①❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❞ T♦♣t = L✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ T♦♣t ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳
✼✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❈❖▼P▲❊❳■❚❨ ❘❊❙❯▲❚❙
❈❤❛♣t❡r ✻
❈❛s❡ ❙t✉❞②✿ ▼❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ❏P❊● ❊♥❝♦❞❡r
P✐♣❡❧✐♥❡ ♦♥t♦ ❛ ❈❧✉st❡r ♦❢ ❲♦r❦st❛t✐♦♥s
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡
❏P❊● ❡♥❝♦❞❡r ✭❜❛s❡❧✐♥❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡✮✳ ❚❤✐s ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠s
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣✐❝t✉r❡s ❢r♦♠ ❛♥② ❢♦r♠❛t ✐♥t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ❢♦r♠❛t ❝❛❧❧❡❞ ❏P❊●✳ ❚❤✐s st❛♥❞❛r❞ ✇❛s
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❧♠♦st ✷✵ ②❡❛rs ❛❣♦ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♣♦rt❛❜❧❡ ❢♦r♠❛t ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ st✐❧❧ ✐♠❛❣❡s
❛♥❞ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦✇ ✭s❡❡ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❥♣❡❣✳♦r❣✴✮✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬✺✵❪✳ ❏P❊● ✭❛♥❞ ❧❛t❡r ❏P❊● ✷✵✵✵✮ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❡♥❝♦❞✐♥❣ st✐❧❧
✐♠❛❣❡s ✐♥ ▼♦t✐♦♥✲❏P❊● ✭❧❛t❡r ▼❏✷✮✳ ❚❤❡s❡ st❛♥❞❛r❞s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ■P✲❝❛♠s ❛♥❞
❛r❡ ♣❛rt ♦❢ ♠❛♥② ✈✐❞❡♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♦❢ ❣❛♠❡ ❝♦♥s♦❧❡s✳ ▼♦t✐♦♥✲❏P❊● ✭▼✲❏P❊●✮ ❤❛s
❜❡❡♥ ❛❞♦♣t❡❞ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ❢♦r♠❛ts✱ ❡✳❣✳✱ ❆▼❱ ✭❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❦♥♦✇♥ ❛s
▼❚❱✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣r♦♣r✐❡t❛r② ✈✐❞❡♦ ✜❧❡ ❢♦r♠❛t ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✉♠❡❞ ♦♥ ❧♦✇✲r❡s♦✉r❝❡ ❞❡✈✐❝❡s✳
❚❤❡ ♠❛♥♥❡r ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐♥ ▼✲❏P❊● ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ❢♦r♠❛ts ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✢♦✇ ♦❢ st✐❧❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦❞✐♥❣✱
❤❡♥❝❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦❢ st❛❣❡s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ st❛❣❡
❣❡ts s♦♠❡ ✐♥♣✉t✱ ❤❛s t♦ ♣❡r❢♦r♠ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rs t❤❡ ♦✉t♣✉t t♦ t❤❡ ♥❡①t st❛❣❡✳
❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛❧❧② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✇❤✐❝❤ st❛❣❡ t♦ ❛ss✐❣♥
t♦ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r❄ ❲❡ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t♦ ❜❡ ✐♥t❡r✈❛❧✲❜❛s❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ❛ss✐❣♥❡❞
❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ st❛❣❡s✳ ❚✇♦ ❦❡② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡♠❡r❣❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱
✇❡ t❛r❣❡t ❛ ❤✐❣❤ t❤r♦✉❣❤♣✉t✱ ♦r s❤♦rt ♣❡r✐♦❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛s ♠❛♥② ✐♠❛❣❡s
❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❡r t✐♠❡ ✉♥✐t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ❛ s❤♦rt r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✱ ♦r ❧❛t❡♥❝②✱ ❢♦r
t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❛♥t❛❣♦♥✐st✐❝✿ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤
t❤r♦✉❣❤♣✉t ✇✐t❤ ♠❛♥② ♣r♦❝❡ss♦rs t♦ s❤❛r❡ t❤❡ ✇♦r❦✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❣❡t ❛ s♠❛❧❧ ❧❛t❡♥❝② ❜② ♠❛♣♣✐♥❣
♠❛♥② st❛❣❡s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐♥t❡r✲st❛❣❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳
❈♦♠♣r❡ss❡❞
■♠❛❣❡ ❉❛t❛
❙♦✉r❝❡
■♠❛❣❡ ❉❛t❛
❙❝❛❧✐♥❣
❨❯❱
❈♦♥✈❡rs✐♦♥
❇❧♦❝❦
❙t♦r❛❣❡
❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣
❋❉❈❚ ◗✉❛♥t✐③❡r
◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥
❚❛❜❧❡
❊♥tr♦♣②
❊♥❝♦❞❡r
❍✉✛♠❛♥
❚❛❜❧❡
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❙t❡♣s ♦❢ t❤❡ ❏P❊● ❡♥❝♦❞✐♥❣✳
✼✺
✼✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❈❆❙❊ ❙❚❯❉❨
✻✳✶ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❏P❊● ❊♥❝♦❞✐♥❣
❍❡r❡ ✇❡ ❜r✐❡✢② ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❏P❊● ❡♥❝♦❞❡r ✭s❡❡ ❬✼✸❪ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s✮✳
❚❤❡ ❡♥❝♦❞❡r ❝♦♥s✐sts ✐♥ s❡✈❡♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡ st❛❣❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡
✐s s❝❛❧❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✽①✽ ♣✐①❡❧ ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡✈❡♥ ❝❧❛✐♠s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢
✶✻①✶✻✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t st❛❣❡ ❛ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘●❇ t♦ t❤❡ ❨❯❱✲❝♦❧♦r
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s✉❜✲s❛♠♣❧✐♥❣ st❛❣❡ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♦♥❛❧ st❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡✱
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞❛t❛ ✈♦❧✉♠❡✿ ❛s t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❡②❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② t❤❛♥ ❝♦❧♦r✱ t❤❡
❝❤r♦♠✐♥❛♥❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ♠♦r❡ r❛r❡❧② t❤❛♥ t❤❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆❞♠✐tt❡❞❧②✱
t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦ss ♦❢ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ st♦r❛❣❡ ♦❢
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▼❈❯s ✭▼✐♥✐♠✉♠ ❈♦❞❡❞ ❯♥✐ts✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✽①✽ ♣✐①❡❧ ❜❧♦❝❦s ✐♥ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡✳
❚❤❡ ♥❡①t st❛❣❡ ✐s t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r✳ ■t ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❋❛st ❉✐s❝r❡t❡ ❈♦s✐♥❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
✭❋❉❈❚✮ ✭❡❣✳ ❬✼✺❪✮ ♦♥ t❤❡ ✽①✽ ♣✐①❡❧ ❜❧♦❝❦s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ✻✹ ✈❛❧✉❡s✳
❆❢t❡r t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✻✹ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐③❡r r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rts✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡r❡❜②
q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❝❛♥ ♦❝❝✉r✱ t❤❛t ❛r❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❛s q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♥♦✐s❡ ♦r ❜❧♦❝❦ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❧❛st st❛❣❡ ✐s t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❡♥❝♦❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❍✉✛♠❛♥
❝♦❞✐♥❣✳
✻✳✷ ❍❡✉r✐st✐❝s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ s❡✈❡r❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❲❡ r❡str✐❝t t♦ s✉❝❤ ♣❧❛t❢♦r♠s ❜❡❝❛✉s❡ ❝❧✉st❡rs ♠❛❞❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✲s♣❡❡❞ ♣r♦❝❡ss♦rs
✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r ♣❧❛✐♥ ❊t❤❡r♥❡t ♦r ❛ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ s✇✐t❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠s ✐♥ ♠♦st ❛❝❛❞❡♠✐❝ ♦r ✐♥❞✉str② r❡s❡❛r❝❤ ❞❡♣❛rt♠❡♥ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❧r❡❛❞② ◆P✲❤❛r❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞
❜❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡s✐❣♥ ❡✣❝✐❡♥t ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r ❋✉❧❧② ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s s✐♥❝❡ t❤❡
❧❛t❡♥❝② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❧s♦ ❜❡❝♦♠❡s ◆P✲❤❛r❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ❤❛r❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t
t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❦♥♦✇♥✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② n t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛❣❡s✱ ❛♥❞ ❜② p t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❞❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❲❡❜✶✳
✻✳✷✳✶ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ ▲❛t❡♥❝② ❢♦r ❛ ❋✐①❡❞ P❡r✐♦❞
■♥ t❤❡ ✜rst s❡t ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s ✜①❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥❝②
✇❤✐❧❡ r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♣❡r✐♦❞✳ ❆❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s s♦rt ♣r♦❝❡ss♦rs ❜② ♥♦♥✲
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s♣❡❡❞✱ ❛♥❞ st❛rt ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ st❛❣❡s t♦ t❤❡ ✜rst ✭❢❛st❡st✮ ♣r♦❝❡ss♦r ✐♥ t❤❡ ❧✐st✳
❚❤✐s ♣r♦❝❡ss♦r ❜❡❝♦♠❡s ✉s❡❞✳
• P✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦✿ ✷✲❙♣❧✐tt✐♥❣ ♠♦♥♦✲❝r✐t❡r✐♦♥ ✕ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣✱ ✇❡ s❡❧❡❝t t❤❡ ✉s❡❞
♣r♦❝❡ss♦r j ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ✇❡ tr② t♦ s♣❧✐t ✐ts st❛❣❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ❣✐✈✐♥❣ s♦♠❡ st❛❣❡s
t♦ t❤❡ ♥❡①t ❢❛st❡st ♣r♦❝❡ss♦r j′ ✐♥ t❤❡ ❧✐st ✭♥♦t ②❡t ✉s❡❞✮✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡
✐♥t❡r✈❛❧ ❛t ❛♥② ♣❧❛❝❡✱ ❛♥❞ ❡✐t❤❡r ♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦♥ j ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r
♦♥ j′✱ ♦r t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s max(period(j), period(j′)) ✐s
✶❤tt♣✿✴✴❣r❛❛❧✳❡♥s✲❧②♦♥✳❢r✴⑦✈s♦♥✐❣♦✴❝♦❞❡✴♠✉❧t✐❝r✐t❡r✐❛✴
✻✳✸✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ✼✼
❝❤♦s❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙♣❧✐tt✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡
♥♦t r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ✜①❡❞ ♣❡r✐♦❞ ♦r ✉♥t✐❧ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❛♥②♠♦r❡✳
• P✷ ✸✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦✿ ✸✲❙♣❧✐tt✐♥❣ ♠♦♥♦✲❝r✐t❡r✐♦♥ ✕ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣ ✇❡ s❡❧❡❝t t❤❡ ✉s❡❞
♣r♦❝❡ss♦r j ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ✇❡ s♣❧✐t ✐ts ✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣❛rts✳ ❋♦r t❤✐s
♣✉r♣♦s❡ ✇❡ tr② t♦ ♠❛♣ t✇♦ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛✐r ♦❢ ❢❛st❡st ♣r♦❝❡ss♦rs
✐♥ t❤❡ ❧✐st✱ j′ ❛♥❞ j′′✱ ❛♥❞ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ♦♥ ♣r♦❝❡ss♦r j✳ ❚❡st✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t♦ ❝✉t✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s
max(period(j), period(j′), period(j′′))✳
• P✸ ✸✲❙♣❧✐t ❜✐✿ ✸✲❙♣❧✐tt✐♥❣ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ✕ ■♥ t❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✇❤❡r❡ t♦ s♣❧✐t ✐s
♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞✿ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t ♦♥❧② ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥❝②
✐♥❝r❡❛s❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛s ✐♥ P✷ ✸✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦✱ ✇❡ s❡❧❡❝t t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s maxi∈{j,j′,j′′}(
∆latency
∆period(i))✳ ❍❡r❡ ∆latency ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ s♣❧✐t ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ s♣❧✐t✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡
♠❛♥♥❡r ∆period(i) ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ s♣❧✐t ✭❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②
♣r♦❝❡ss♦r j✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r i✳
✻✳✷✳✷ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ P❡r✐♦❞ ❢♦r ❛ ❋✐①❡❞ ▲❛t❡♥❝②
■♥ t❤✐s s❡❝♦♥❞ s❡t ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ❧❛t❡♥❝② ✐s ✜①❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ tr② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣❡r✐♦❞ ✇❤✐❧❡
r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✜rst ♦❢ ❛❧❧ ✇❡ s♦rt
♣r♦❝❡ss♦rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r s♣❡❡❞ ❛♥❞ ♠❛♣ ❛❧❧ st❛❣❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛st❡st ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✉s❡❞ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇❤❡r❡ ✇❡ ✜① t❤❡ ♣❡r✐♦❞✱ ❛s ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❧❛t❡♥❝②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ✇❡ ❞♦✇♥❣r❛❞❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts
❧❛t❡♥❝② ❜✉t ✐♠♣r♦✈❡ ✐t r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐ts ♣❡r✐♦❞✳
• ▲✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦✿ ✷✲❙♣❧✐tt✐♥❣ ♠♦♥♦✲❝r✐t❡r✐♦♥ ✕ ❚❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ✉s❡s t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞
❛s P✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦✱ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❡❛❦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❍❡r❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s
❧♦♥❣ ❛s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ✜①❡❞ ❧❛t❡♥❝②✱ st✐❧❧ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s
max(period(j), period(j′))✳
• ▲✷ ✷✲❙♣❧✐t ❜✐✿ ✷✲❙♣❧✐tt✐♥❣ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ✕ ❚❤✐s ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝ ✇♦r❦s
s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ▲✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦✱ ❜✉t ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ✐t ❝❤♦♦s❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s
maxi∈{j,j′}(
∆latency
∆period(i)) ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜①❡❞ ❧❛t❡♥❝② ✐s ♥♦t ❡①❝❡❡❞❡❞✳
✻✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶
❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ ✐✳❡✳✱ ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇♦r❦✢♦✇ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✷ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r ❛ r❡❛❧ ✇♦r❧❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❏P❊● ❡♥❝♦❞❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳
✻✳✸✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts
❙❡✈❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❤❡✉r✐st✐❝s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳ ❋✐rst ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡tt✐♥❣✱ t❤❡♥ ✇❡ r❡♣♦rt
t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉♠♠❛r②✳
✼✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❈❆❙❊ ❙❚❯❉❨
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❡tt✐♥❣
❲❡ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛ s❡t ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ n ∈ {5, 10, 20, 40} st❛❣❡s ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢
r❛♥❞♦♠ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s ✇✐t❤ p = 10 ♦r p = 100 ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✜① ❜ = 10 ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r
✐s r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❜❡t✇❡❡♥ 1 ❛♥❞ 20✳ ❲❡ ❦❡❡♣ t❤❡ ❧❛tt❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ✈❛r② t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ♦♥❡
s❡t ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ♣❧❛②
✇✐t❤✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦♠♠✱ ✇✱ s ❛♥❞ ❜✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✮ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ r❛t✐♦s ❝♦♠♠
❜
❛♥❞ ✇
s
❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❊❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡ r❡♣♦rt❡❞
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r 50 r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✴♣❧❛t❢♦r♠
♣❛✐rs✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛✐rs✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐① ❤❡✉r✐st✐❝s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳
❲❡ r❡♣♦rt ❢♦✉r s❡ts ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜♦t❤ ❢♦r p = 10 ❛♥❞ p = 100 ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❋♦r
❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ✈❛r② s♦♠❡ ❦❡② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✴♣❧❛t❢♦r♠ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤✐s
♣❛r❛♠❡t❡r ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✇❤❡r❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❛♥❞ ✇❡ st✉❞② t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡
❝♦♠♠ ♣❛r❛♠❡t❡r✿
• ✭❊✶✮✿ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✴❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱
✇❡ ✜① ❝♦♠♠i = 10 ❢♦r i = 0..n✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❡❛❝❤ st❛❣❡ ✐s r❛♥❞♦♠❧②
❝❤♦s❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ 1 ❛♥❞ 20✳ ❚❤✉s✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
• ✭❊✷✮✿ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✴❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❤❡t❡r♦❣❡✲
♥❡♦✉s✱ ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❜❡t✇❡❡♥ 1 ❛♥❞ 100✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❡❛❝❤ st❛❣❡ ✐s r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ 1 ❛♥❞ 20✳ ❚❤✉s✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ st✐❧❧ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❧❛st t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ t❤❡ t❤✐r❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛ss✉♠❡s
❧❛r❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✇ t♦ ❝♦♠♠ r❛t✐♦✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♦♥❡ r❡♣♦rts r❡s✉❧ts ❢♦r
s♠❛❧❧ ♦♥❡s ✭s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✇ t♦ ❝♦♠♠ r❛t✐♦✮✿
• ✭❊✸✮✿ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞❡✲
♠❛♥❞✐♥❣ ♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t❤❛♥ ♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ♠❛❦✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ 1
❛♥❞ 20✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ 10 ❛♥❞ 1000✳
• ✭❊✹✮✿ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❛st ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✸ s✐♥❝❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦✇ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡
✐s st✐❧❧ ❝❤♦s❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ 1 ❛♥❞ 20✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ♥♦✇ ❝❤♦s❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ 0.01
❛♥❞ 10✳
❘❡s✉❧ts
❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❲❡❜ ❛t
❤tt♣✿✴✴❣r❛❛❧✳❡♥s✲❧②♦♥✳❢r✴⑦✈s♦♥✐❣♦✴❝♦❞❡✴♠✉❧t✐❝r✐t❡r✐❛✴✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ♦♥❧② ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❧♦ts✳
✻✳✸✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ✼✾
 4
 6
 8
 10
 12
 14
 16
 18
 20
 3  4  5  6  7  8  9
La
te
nc
y
Period
10 Stages
P1 2-Split mono
P2 3-Split mono
P3 3-Split bi
L1 2-Split mono
L2 2-Split bi
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ p = 10 ✲ ✭❊✶✮ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✴❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ✶✵ st❛❣❡s✳
❋♦r ❡❛❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♣❡r✐♦❞✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ♣❡r✐♦❞s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧❛t❡♥❝②✱
❛♥❞ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✳ ■❢ ❛ s♠❛❧❧ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❝❤♦s❡♥✱ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝
♠❛② ❢❛✐❧ t♦ ✜♥❞ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♣❧♦t ❛♥❞
t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ s✉❝❤ ♣❡r✐♦❞ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ t❤r❡s❤♦❧❞s t❛❜❧❡ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✮✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❧❛t❡♥❝② ❛r❡
♣❧♦tt❡❞✱ r❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥❝②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ♠❛② ❢❛✐❧ t♦
✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ✜①❡❞ ❧❛t❡♥❝② ✐s t♦♦ s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ ❧❛t❡♥❝② t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✳
❚❤✐s ✇❛②✱ ❜♦t❤ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✜❣✉r❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♦♥❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
❲✐t❤ p = 10 ♣r♦❝❡ss♦rs
❋♦r ✭❊✶✮ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛❧❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ❝✉r✈❡ s❤❛♣❡✳ t❤❡② ❛❝❤✐❡✈❡ s♠❛❧❧ ♣❡r✐♦❞ t✐♠❡s
❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❧♦♥❣ ❧❛t❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t❤❡♥ s❡❡♠ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ s♦♠❡✇❤❛t s❤♦rt❡r ❧❛t❡♥❝②✳ ❲❡
♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧❡st s♣❧✐tt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ♣❡r❢♦r♠ ✈❡r② ✇❡❧❧✿ P✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦ ❛♥❞ ▲✶ ✷✲
❙♣❧✐t ♠♦♥♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❜❡st ♣❡r✐♦❞✱ ❛♥❞ P✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦ ❤❛s t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❛t❡♥❝②✳ ▲✷ ✷✲❙♣❧✐t
❜✐ ♣❡r❢♦r♠s ♣♦♦r❧② ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ P✷ ✸✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦ ❛♥❞ ▲✷ ✷✲❙♣❧✐t ❜✐ ❝❛♥♥♦t ❦❡❡♣ ✉♣ ✇✐t❤
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❡✉r✐st✐❝s ✭❜✉t t❤❡ ❧❛tt❡r ❛❝❤✐❡✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r✮✳ ■♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ r❛♥❣❡
♦❢ ♣❡r✐♦❞ ✈❛❧✉❡s✱ P✸ ✸✲❙♣❧✐t ❜✐ ❛❝❤✐❡✈❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❧❛t❡♥❝② ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ P✶ ✷✲❙♣❧✐t
♠♦♥♦✳
❋♦r ✭❊✷✮✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t P✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦t❤❡r ❤❡✉r✐st✐❝s ❛❧♠♦st ❡✈❡r②✇❤❡r❡
✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❝❡♣t✐♦♥✿ ✇✐t❤ 40 st❛❣❡s ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ✜①❡❞ ♣❡r✐♦❞✱ P✸ ✸✲❙♣❧✐t ❜✐ ♦❜t❛✐♥s
t❤❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞ t✐♠❡s ♦❢ P✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦ ❛♥❞ P✸ ✸✲❙♣❧✐t ❜✐ ❛r❡ t❤❡ ❜❡st✳ ❲❡
♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡♥❡ss ♦❢ P✸ ✸✲❙♣❧✐t ❜✐ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
st❛❣❡s✳ ▲✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦ ❛❝❤✐❡✈❡s ♣❡r✐♦❞ ✈❛❧✉❡s ❥✉st ❛s s♠❛❧❧ ❛s P✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦ ❜✉t t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛t❡♥❝② ✐s ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✐t ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✐ts ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt
▲✷ ✷✲❙♣❧✐t ❜✐✳ ❚❤❡ ♣♦♦r❡st r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② P✷ ✸✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦✳
✽✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❈❆❙❊ ❙❚❯❉❨
 20
 25
 30
 35
 40
 45
 50
 10  15  20  25
La
te
nc
y
Period
40 Stages
P1 2-Split mono
P2 3-Split mono
P3 3-Split bi
L1 2-Split mono
L2 2-Split bi
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ p = 10 ✲ ✭❊✶✮ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✴❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ✹✵ st❛❣❡s✳
 14
 16
 18
 20
 22
 24
 9  10  11  12  13  14  15  16
La
te
nc
y
Period
10 Stages
P1 2-Split mono
P2 3-Split mono
P3 3-Split bi
L1 2-Split mono
L2 2-Split bi
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ p = 10 ✲ ✭❊✷✮ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✴❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ✶✵ st❛❣❡s✳
✻✳✸✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ✽✶
 30
 32
 34
 36
 38
 40
 42
 44
 12  14  16  18  20  22  24  26  28  30
La
te
nc
y
Period
40 Stages
P1 2-Split mono
P2 3-Split mono
P3 3-Split bi
L1 2-Split mono
L2 2-Split bi
❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ p = 10 ✲ ✭❊✷✮ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✴❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ✹✵ st❛❣❡s✳
 140
 150
 160
 170
 180
 190
 60  80  100  120  140
La
te
nc
y
Period
5 Stages
P1 2-Split mono
P2 3-Split mono
P3 3-Split bi
L1 2-Split mono
L1 2-Split bi
❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ p = 10 ✲ ✭❊✸✮ ▲❛r❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ✺ st❛❣❡s✳
✽✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❈❆❙❊ ❙❚❯❉❨
 400
 600
 800
 1000
 1200
 1400
 100  200  300  400  500  600  700  800
La
te
nc
y
Period
20 Stages
P1 2-Split mono
P2 3-Split mono
P3 3-Split bi
L1 2-Split mono
L2 2-Split bi
❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ p = 10 ✲ ✭❊✸✮ ▲❛r❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ✷✵ st❛❣❡s✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ✭❊✸✮ ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s❝❛tt❡r❡❞ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭❊✶✱ ❊✷ ❛♥❞ ❊✹✮
❛♥❞ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡✈❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ r✐s✐♥❣ n✳ ❲❤❡♥ n = 5✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡✉r✐st✐❝s
❛r❡ ❛❧♠♦st ♣❛r❛❧❧❡❧ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ st❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤✐❡r❛r❝❤②✿ P✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦✱ P✸ ✸✲❙♣❧✐t
❜✐✱ ▲✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦✱ ▲✷ ✷✲❙♣❧✐t ❜✐ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② P✷ ✸✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦✳ P✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦ ❛♥❞ P✸
✸✲❙♣❧✐t ❜✐ ❛❝❤✐❡✈❡ ✈❡r② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❞✉r❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ P✷ ✸✲❙♣❧✐t
♠♦♥♦ ❡①♣❧♦s❡s ✐ts ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ❧❛t❡♥❝② t✐♠❡s✳ P✸ ✸✲❙♣❧✐t ❜✐ ❧♦s❡s ✐ts s❡❝♦♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r s♠❛❧❧
♣❡r✐♦❞ t✐♠❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▲✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦✱ ❜✉t ✇❤❡♥ ♣❡r✐♦❞ t✐♠❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ✐t r❡❝♦✈❡rs ✐ts
♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✳
■♥ ✭❊✹✮✱ P✷ ✸✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♣♦♦r❡st✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡ ❣❛♣ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐♥
✭❊✸✮ ❛♥❞ ❢♦r ❤✐❣❤ ♣❡r✐♦❞ t✐♠❡s ❛♥❞ n ≥ 20✱ ✐ts ❧❛t❡♥❝② ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❋♦r n ≥ 20✱ P✸ ✸✲❙♣❧✐t ❜✐ ❛❝❤✐❡✈❡s ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✳ ❲❤❡♥ n = 5✱
▲✷ ✷✲❙♣❧✐t ❜✐ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❜❡st ❧❛t❡♥❝②✱ ❜✉t t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✇✐t❤ P✶
✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦ ❛♥❞ ▲✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦✱ ✇❤✐❝❤ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣❡r✐♦❞s ✭❢♦r s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r
❧❛t❡♥❝② t✐♠❡s✮✳
■♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②
❢❛✐❧✉r❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ♣❡r✐♦❞ ♦r ❧❛t❡♥❝② ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ✇❛s ♥♦t
❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ st❛t❡ t❤❛t P✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦ ❤❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❢❛✐❧✉r❡ t❤r❡s❤♦❧❞s
✇❤❡r❡❛s P✷ ✸✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦ ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡s✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧② t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ✭❢♦r
✜①❡❞ ❧❛t❡♥❝✐❡s✮ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ▲✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦ ❛♥❞ ▲✷ ✷✲❙♣❧✐t ❜✐ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ❜✉t t❤❡✐r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✐✛❡rs ❡♥♦r♠♦✉s❧② ❛s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❲✐t❤ p = 100 ♣r♦❝❡ss♦rs
▼❛♥② r❡s✉❧ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✇✐t❤ p = 10 ❛♥❞ p = 100 ♣r♦❝❡ss♦rs✱ t❤✉s ✇❡ ♦♥❧② r❡♣♦rt t❤❡ ♠❛✐♥
❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ t❤r❡s❤♦❧❞s t❛❜❧❡ ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ❞✐s♣❧❛②s s✐♠✐❧❛r
r❡s✉❧ts✳
❋✐rst ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❜♦t❤ ♣❡r✐♦❞s ❛♥❞ ❧❛t❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❧♦✇❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❚❤✐s ✐s ❡❛s② t♦ ❡①♣❧❛✐♥✱ ❛s ❛❧❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛❧✇❛②s ❝❤♦♦s❡ ❢❛st❡st ♣r♦❝❡ss♦rs ✜rst✱ ❛♥❞
✻✳✸✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ✽✸
 2.5
 3
 3.5
 4
 4.5
 5
 5.5
 2.2  2.4  2.6  2.8  3  3.2
La
te
nc
y
Period
5 Stages
P1 2-Split mono
P2 3-Split mono
P3 3-Split bi
L1 2-Split mono
L1 2-Split bi
❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ p = 10 ✲ ✭❊✹✮ ❙♠❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ✺ st❛❣❡s✳
 7
 8
 9
 10
 11
 2  3  4  5  6  7  8
La
te
nc
y
Period
20 Stages
P1 2-Split mono
P2 3-Split mono
P3 3-Split bi
L1 2-Split mono
L2 2-Split bi
❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ p = 10 ✲ ✭❊✹✮ ❙♠❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ✷✵ st❛❣❡s✳
✽✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❈❆❙❊ ❙❚❯❉❨
❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❋❛✐❧✉r❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ✇✐t❤ p = 10✳
❊①♣✳ ❍❡✉r✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ st❛❣❡s ❊①♣✳ ❍❡✉r✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ st❛❣❡s
✺ ✶✵ ✷✵ ✹✵ ✺ ✶✵ ✷✵ ✹✵
❊✶ P✶ ✸✳✵ ✸✳✸ ✺✳✵ ✺✳✵ ❊✸ P✶ ✺✵✳✵ ✼✵✳✵ ✶✵✵✳✵ ✷✺✵✳✵
P✷ ✸✳✵ ✹✳✵ ✺✳✵ ✺✳✵ P✷ ✺✵✳✵ ✾✵✳✵ ✷✺✵✳✵ ✹✵✵✳✵
P✸ ✸✳✸ ✸✳✸ ✻✳✵ ✶✵✳✵ P✸ ✶✵✵✳✵ ✶✹✵✳✵ ✸✵✵✳✵ ✻✺✵✳✵
▲✶ ✹✳✺ ✻✳✵ ✶✸✳✵ ✷✺✳✵ ▲✶ ✶✹✵✳✵ ✷✼✵✳✵ ✺✵✵✳✵ ✶✵✵✵✳✵
▲✷ ✹✳✺ ✻✳✵ ✶✸✳✵ ✷✺✳✵ ▲✷ ✶✹✵✳✵ ✷✼✵✳✵ ✺✵✵✳✵ ✶✵✵✵✳✵
❊✷ P✶ ✾✳✼ ✶✵✳✵ ✶✶✳✵ ✶✶✳✵ ❊✹ P✶ ✷✳✷ ✷✳✸ ✷✳✸ ✷✳✸
P✷ ✶✵✳✵ ✶✵✳✵ ✶✶✳✵ ✶✶✳✵ P✷ ✷✳✹ ✷✳✼ ✸✳✵ ✹✳✵
P✸ ✶✶✳✸ ✶✶✳✵ ✶✸✳✵ ✶✺✳✵ P✸ ✷✳✽ ✷✳✼ ✸✳✵ ✹✳✵
▲✶ ✶✶✳✼ ✶✺✳✵ ✷✷✳✵ ✸✷✳✵ ▲✶ ✸✳✵ ✹✳✵ ✼✳✵ ✶✶✳✵
▲✷ ✶✶✳✼ ✶✺✳✵ ✷✷✳✵ ✸✷✳✵ ▲✷ ✸✳✵ ✹✳✵ ✼✳✵ ✶✶✳✵
 20
 25
 30
 35
 40
 6  8  10  12  14  16  18  20  22  24
La
te
nc
y
Period
40 Stages
P1 2-Split mono
P2 3-Split mono
P3 3-Split bi
L1 2-Split mono
L2 2-Split bi
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ✭❊✶✮ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ ✶✵✵ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✴❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ✹✵
st❛❣❡s✱ ❤♦♠✳ ❝♦♠♠s✳
t❤❡r❡ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝❤♦✐❝❡ ✇✐t❤ p = 100✳ ❆❧❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ❦❡❡♣ t❤❡✐r ❣❡♥❡r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡✐r
❝✉r✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❇✉t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❝❤❛♥❣❡s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ P✷ ✸✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦ ❛r❡ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ ❣❡t ❛❞❡q✉❛t❡ ❧❛t❡♥❝② t✐♠❡s ✭❝♦♠♣❛r❡
❋✐❣✉r❡s ✻✳✸ ❛♥❞ ✻✳✶✵✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝r✐t❡r✐❛ ❤❡✉r✐st✐❝s t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡
♣❡r❢♦r♠✐♥❣✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ❛❧❧ ♠✉❧t✐✲❝r✐t❡r✐❛ ❤❡✉r✐st✐❝s
♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡✐r ♠♦♥♦✲❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✱ ❡✈❡♥ ▲✷ ✷✲❙♣❧✐t ❜✐✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡✈❡r ❤❛❞ ❛ ❜❡tt❡r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ▲✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦ ✇❤❡♥ p = 10✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✴❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛❧❧ ❤❡✉r✐st✐❝s
❛❝❤✐❡✈❡ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✳✮ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ P✸ ✸✲❙♣❧✐t ❜✐ ❞❡✲
♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛❣❡s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ P✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ P✸ ✇❤❡♥ n ≤ 10✱
❜✉t ❢♦r n ≥ 20✱ P✸ ♦✇♥s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❢t❡r ▲✷ ✷✲❙♣❧✐t ❜✐ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡st ✐♥ t❤❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ n = 40 ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✮✳
✻✳✸✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ✽✺
 30
 32
 34
 36
 38
 40
 10  12  14  16  18  20  22  24  26  28
La
te
nc
y
Period
40 Stages
P1 2-Split mono
P2 3-Split mono
P3 3-Split bi
L1 2-Split mono
L2 2-Split bi
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ✭❊✷✮ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ ✶✵✵ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✴❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ✹✵
st❛❣❡s✱ ❤❡t✳ ❝♦♠♠s✳
 220
 230
 240
 250
 260
 270
 280
 290
 300
 100  150  200  250
La
te
nc
y
Period
10 Stages
P1 2-Split mono
P2 3-Split mono
P3 3-Split bi
L1 2-Split mono
L2 2-Split bi
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ ✭❊✸✮ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ ✶✵✵ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✴❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ✶✵
st❛❣❡s✱ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳
✽✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❈❆❙❊ ❙❚❯❉❨
 10
 11
 12
 13
 14
 15
 16
 17
 2  4  6  8  10  12
La
te
nc
y
Period
40 Stages
P1 2-Split mono
P2 3-Split mono
P3 3-Split bi
L1 2-Split mono
L2 2-Split bi
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ ✭❊✹✮ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ ✶✵✵ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✴❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ✹✵
st❛❣❡s✱ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳
❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ▲P s♦❧✉t✐♦♥
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡✐r s♦❧✉t✐♦♥ t♦
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳ ❲❡ t♦♦❦ t❤❡ 500 s❡t ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ✭❊✷✮ ✇✐t❤ ✹✵ st❛❣❡s✱ ❛♥❞ s❡t ✉♣ ❛ t✐♠❡ ❧✐♠✐t t♦ ♦♥❡ ❤♦✉r t♦ s♦❧✈❡ ❡❛❝❤
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▲P s♦❧✈❡r✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s t✐♠❡ ❧✐♠✐t✱ 94 ✐♥st❛♥❝❡s ✭♦✉t ♦❢ 500✮ ✇❡r❡
s♦❧✈❡❞ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♣❡r✐♦❞✱ ❛♥❞ ♦♥❧② 8 ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❧❛t❡♥❝②✳
❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤♦s❡ ❝❛s❡s ❢♦r
✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ✷✲❙♣❧✐t ❤❡✉r✐st✐❝ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ♣❡r✐♦❞ ✭P✶
❜❡❤❛✈❡s ❜❡st✱ ❜❡✐♥❣ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛t ❧❡ss t❤❛♥ 5% ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ t❤❡s❡ ❤❡✉r✐st✐❝s
r❡t✉r♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡✐r s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❚❤❡ ✸✲❙♣❧✐t
❤❡✉r✐st✐❝s ✭P✷ ❛♥❞ P✸✮ ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❜❡❤✐♥❞✱ ✇✐t❤ 6%✱ t❤✉s st✐❧❧ ✈❡r② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡✳
❋♦r ▲✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦ ❛♥❞ ▲✷ ✷✲❙♣❧✐t ❜✐✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ st❛t✐st✐❝s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✈❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❜✉t ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ 5 ♦❢ t❤❡ 8 ❝❛s❡s✳ ■♥ t❤❡
t❤r❡❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛s❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❡✉r✐st✐❝ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♣❡r✐♦❞s
✉♣ t♦ 60% ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ▲P ❛♥❞ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❲❡❜✷✳
❙✉♠♠❛r②
❖✈❡r❛❧❧ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ❤❡✉r✐st✐❝s ✈❡rs✉s ♠♦♥♦✲❝r✐t❡r✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s
❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❋♦r ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ t❤❡
s✐♠♣❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ P✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦ ❛♥❞ ▲✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦ ✐s ✈❡r②
❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❛s ✐t ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✇✐t❤ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❧❛t❡♥❝② ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❜✐✲
❝r✐t❡r✐❛ s♣❧✐tt✐♥❣ ▲✷ ✷✲❙♣❧✐t ❜✐ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ ✸✲❙♣❧✐t ❤❡✉r✐st✐❝s
❞♦ ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✷❤tt♣✿✴✴❣r❛❛❧✳❡♥s✲❧②♦♥✳❢r✴⑦✈s♦♥✐❣♦✴❝♦❞❡✴♠✉❧t✐❝r✐t❡r✐❛✴
✻✳✸✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ✽✼
a) b)
✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼
P3P7
✶
P5
▲fix = 370 Popt = 307, 319
✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼
P6 P3
Pfix = 310 ▲opt = 337, 575
✶ ✹ ✺ ✻ ✼✸✷
P6 P3
Pfix = 320 ▲opt = 336, 729
✹ ✺ ✻ ✼✶ ✷ ✸
P3
Pfix = 330 ▲opt = 322, 700
✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼
P3P4
▲fix = 340 Popt = 307, 319
✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼
P3
▲fix = 330 Popt = 322, 700
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✿ ▲P s♦❧✉t✐♦♥s str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✜①❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ▲✷ ✷✲
❙♣❧✐t ❜✐ t✉r♥s ♦✉t t♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠♦♥♦✲❝r✐t❡r✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜♦t❤ ✸✲❙♣❧✐tt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s
♣❡r❢♦r♠ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ❛♥❞ P✸ ✸✲❙♣❧✐t ❜✐ ✜♥❞s ✐ts s❧♦t✳
❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✱ ♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤✐s ♦♣t✐♠❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ✭♦r ❡✈❡♥ r❡t✉r♥✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✮✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♣❡r✐♦❞✳
❍❡✉r✐st✐❝s ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❧❛t❡♥❝② ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❢✉rt❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ ✈❡r②
♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧t✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t r✉♥♥✐♥❣ ❛❧❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❛❦❡s ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡ ♠✐♥✉t❡✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ▲P s♦❧✈❡r ❞♦❡s ♥♦t s✉❝❝❡❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ❤♦✉r ❢♦r ♠♦st ♣r♦❜❧❡♠
✐♥st❛♥❝❡s✳
✻✳✸✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❏P❊● ❡♥❝♦❞❡r
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❏P❊● ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥t♦ ❝❧✉st❡rs ♦❢
✇♦r❦st❛t✐♦♥s✳
■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs
■♥ t❤❡ ✜rst t❡st s❡r✐❡s✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
♣r♦❣r❛♠✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✱ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐♥t♦ ✐♥t❡r✈❛❧s ✐s ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❛♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥
✜①❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✭✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✮
♦❜✈✐♦✉s❧② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦♥t♦ t❤❡ ❢❛st❡st ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❆s
❡①♣❡❝t❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✜①❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✐s ♥♦t s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦♥♦✲
❝r✐t❡r✐♦♥ ❧❛t❡♥❝②✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥✳ ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ✜①❡❞ ♣❡r✐♦❞ ✐♠♣♦s❡s t♦
s♣❧✐t t❤❡ st❛❣❡s ❛♠♦♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✉♥t✐❧ ♥♦ ♠♦r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐♥t♦ ✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♣❡r✐♦❞✳ ❆ ✜①❡❞ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ P = 330
✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ t♦ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ❢❛st❡st ♣r♦❝❡ss♦r✱ ✇❤❡r❡❛s
s♠❛❧❧❡r ♣❡r✐♦❞s ❧❡❛❞ t♦ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥t♦ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❢♦r ❛ ♣❡r✐♦❞ ✜①❡❞
t♦ 300✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥②♠♦r❡✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✭✇✐t❤ ✜①❡❞ ❧❛t❡♥❝②✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✭❜✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ✜♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✐♦❞✱ ❜✉t ❢♦r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
❧❛t❡♥❝②✳ ❚❤❡ ✜rst s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❧❛t❡♥❝②✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ♠♦r❡ s♣❧✐ts✱ ❤❡♥❝❡ ❧❛r❣❡r
✽✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❈❆❙❊ ❙❚❯❉❨
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LP fixed P
P1 2-Split mono
P2 3-Split mono
P3 3-Split bi
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✿ ❇❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✭❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ▲P s♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❋✐①❡❞ P ❂ ✸✶✵✳
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦sts✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱ ✇❡ st❛t❡ t❤❛t ❜♦t❤
s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ P = L✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ❛
s♦rt ♦❢ ❜✉❝❦❡t ❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡❝♦♠❡s ❛♣♣❛r❡♥t✿ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✜①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s ✐♥ ❛ ✜rst t✐♠❡ ♥♦
✐♥✢✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ▲P st✐❧❧ ✜♥❞s t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥t✐❧ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❝r♦ss❡s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❜♦✉♥❞ ❛♥❞
t❤❡ ▲P ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺✳
❆ss❡ss✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ ▲P ♣r♦❣r❛♠✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❛t❡♥❝② r❡✲
s♣❡❝t✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ♣❡r✐♦❞ ✭♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✶✻ ❛♥❞ ✻✳✶✼✳
❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❢❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❏P❊● ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s
t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦♥ ✶✵ r❛♥❞♦♠❧② ❝r❡❛t❡❞ ♣❧❛t❢♦r♠s ✇✐t❤ ✶✵ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❖♥ ♣❧❛t❢♦r♠s ✸ ❛♥❞ ✺✱ ♥♦
✈❛❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✜①❡❞ ♣❡r✐♦❞✳
❲❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ❛❧❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ▲P ❛♥❞ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ❛❧✇❛②s ❦❡❡♣ t❤❡ st❛❣❡s ✹ t♦ ✼ t♦❣❡t❤❡r
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❆s st❛❣❡ ✺ ✭❉❈❚✮ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦st❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼✿ ❇❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✭❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ▲P s♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❋✐①❡❞ ▲ ❂ ✸✼✵✳
t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ st❛❣❡s ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② P✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦ ❛❧✇❛②s ✜♥❞s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❛t❡♥❝② ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♣❡r✐♦❞
❛♥❞ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ t❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r ❧❛t❡♥❝② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❡r✐♦❞
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❧❛t❡♥❝②✱ t❤❡♥ ▲✶ ✷✲❙♣❧✐t ♠♦♥♦ ✐s t♦ ✉s❡✱ ❛s ✐t ❛❧✇❛②s ✜♥❞s t❤❡ ▲P
s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ❛ str✐❦✐♥❣ r❡s✉❧t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ▲P
✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠ ♠❛② r❡q✉✐r❡ ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✉♣ t♦ ✶✶✸✽✾ s❡❝♦♥❞s ✐♥
♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛❧✇❛②s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ❛ s❡❝♦♥❞✱ ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳
▼P■ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ❝❧✉st❡r
❚❤✐s ❧❛st ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❏P❊● ❡♥❝♦❞✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦♥ ❛
❝❧✉st❡r ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❖♣t✐♣❧❡① ●❳ ✼✹✺ ♠❛❝❤✐♥❡s ✇✐t❤ ❛♥ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✷ ❉✉♦ ✻✸✵✵ ♦❢ ✶✱✽✸●❤③✳
❍❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ❤❛s
t♦ ❡①❡❝✉t❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ✉s❡ ❛ ▼P■ ♣r♦❣r❛♠
✇❤♦s❡ st❛❣❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s t❤❡ ❏P❊● ❡♥❝♦❞❡r✱
❜✉t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡♥❝♦❞❡ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s ✭❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❛❝t✉❛❧
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▼P■❈❍✮✳
■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❞♦♠ ♣❧❛t❢♦r♠s ✇✐t❤ ✶✵ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞ ✜①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s
✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❲❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ❢♦r
t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ♦❢ ✜①❡❞ ❧❛t❡♥❝②✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❛❧❧ r❛♥❞♦♠ ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽
❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐♠✉❧❛t✐✈❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♥✐❝❡❧② ♠✐rr♦rs t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❙✉♠♠❛r②
❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❏P❊● ❡♥❝♦❞❡r
♣✐♣❡❧✐♥❡ ♠❛✐♥❧② r❡✢❡❝ts t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ✷✲❙♣❧✐t t❡❝❤♥✐q✉❡ s❡❡♠s
t♦ ❜❡ ❛ ✈❡r② ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✱
❛♥❞ ❛❧✇❛②s r❡t✉r♥s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❏P❊● ❡♥❝♦❞❡r✳
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❚❤✐s ♣❛rt ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛ t❤✐r❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲
✈✐♦✉s t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s str✉❝t✉r❡❞ ❛s tr❡❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❜❛s✐❝ ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r s❡r✈❡rs ✐♥
❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♥❡t✇♦r❦✳ ❊❛❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ♥❡✇ ❞❛t❛ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦❞❡✬s ♣❛r❡♥t✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♣ t♦ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✱ t❤❡r❡❜②
♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t❧②
❜❡✐♥❣ ✉♣❞❛t❡❞✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ tr❡❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ♠✉st ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s
t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts ❛t s♦♠❡ ❞❡s✐r❡❞ r❛t❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ str❡❛♠ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❬✼❪ ❛♥❞
❛r✐s❡s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❞♦♠❛✐♥s✳
❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛ s❡t
♦❢ s❡♥s♦rs ❬✻✺✱ ✹✽✱ ✶✺❪✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❬✻✺❪ ♦✉t❧✐♥❡s ❛ ✈✐❞❡♦ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
s❡♥s♦rs ❛r❡ ❝❛♠❡r❛s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❛ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❛r❡❛✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❛r❡❛s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠♦t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❢r❛♠❡s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧✐❣❤t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❛r❡❛s✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✭❡✳❣✳✱ ✜❧t❡rs✱ ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✮ t♦ t❤❡ r❛✇ ✐♠❛❣❡s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✴✉♣❞❛t❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ❛r✐s❡s ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦♥✐✲
t♦r✐♥❣ ❬✷✻✱ ✼✶✱ ✷✹❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ r♦✉t❡rs ♣r♦❞✉❝❡ str❡❛♠s ♦❢ ❞❛t❛ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ❢♦r✇❛r❞❡❞ ♣❛❝❦❡ts✳
▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ str❡❛♠ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ ♠♦r❡ ✏❝♦♥t✐♥✉♦✉s
q✉❡r✐❡s✑ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ✭❡✳❣✳✱ ❛ tr❡❡ ♦❢ ❥♦✐♥ ❛♥❞ s❡❧❡❝t ♦♣❡r❛t♦rs✮✳
❆ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s q✉❡r② ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✱ ✐✳❡✳✱ ❛t ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❢❛st r❛t❡✱ ❛♥❞ r❡t✉r♥s r❡s✉❧ts
❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❝❡♥t ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛ str❡❛♠s✳ ▼❛♥② ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s q✉❡r✐❡s ♦♥ ❞❛t❛ str❡❛♠s ❬✽✱ ✹✺✱ ✶✽✱ ✺✻✱ ✹✸❪✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ♠✉st ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ s♦♠❡
❝❛s❡s t❤❡ s❡r✈❡rs t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ♠❛② ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦
❛♣♣❧② ❛❧❧ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ♦❜❥❡❝ts ♠✉st ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛❝r♦ss ❞❡✈✐❝❡s✱ t❤✉s r❡q✉✐r✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛ s✐♠♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ s❡♥❞ ❛❧❧ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts t♦ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❝♦♠♣✉t❡
s❡r✈❡r✱ ✐t ♦❢t❡♥ ♣r♦✈❡s ✉♥s❝❛❧❛❜❧❡ ❞✉❡ t♦ ♥❡t✇♦r❦ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦s✳ ❆❧s♦✱ t❤✐s ❝❡♥tr❛❧ s❡r✈❡r ♠❛②
♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❡❡t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t❛r❣❡t r❛t❡ ❢♦r ♣r♦❞✉❝✐♥❣ r❡s✉❧ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❤❡❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t❤❡♥ t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ ❡❛❝❤
♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r tr❡❡ t♦ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ s❡r✈❡rs ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡r✈❡rs t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡
❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞✴♦r s❡r✈❡rs t❤❛t ❛r❡ ♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❖♥❡ t❤❡♥
t❛❧❦s ♦❢ ✐♥✲♥❡t✇♦r❦ str❡❛♠✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✐♥✲♥❡t✇♦r❦ str❡❛♠✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✾✸
✾✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❬✷✱ ✷✶✱ ✸✼✱ ✷✵✱ ✺✶✱ ✼✶✱ ✶✾✱ ✹✼❪✳ ❚❤❡s❡ s②st❡♠s ❛❧❧ ❢❛❝❡ t❤❡ s❛♠❡ q✉❡st✐♦♥✿ ✇❤❡r❡ s❤♦✉❧❞
♦♣❡r❛t♦rs ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦❄
❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✲♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ✐♥✲♥❡t✇♦r❦ str❡❛♠ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❛s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✻✺✱ ✺✹✱ ✺❪✳
▼♦st r❡❧❡✈❛♥t t♦ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s t❤❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ♦❢ P✐❡t③✉❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✺✹❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
st✉❞✐❡❞ ❢♦r ❛♥ ❛❞✲❤♦❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t tr❛❞❡s ♦✛ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡❧❛② ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✽ ✇❡ st✉❞② ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❡♥❢♦r❝❡
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✱ ♦r t❤r♦✉❣❤♣✉t✱ ✐s ❛❜♦✈❡ ❛ ❣✐✈❡♥
t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ◗✉❛❧✐t② ♦❢ ❙❡r✈✐❝❡ ✭◗♦❙✮ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s
❞❡s✐r❛❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✭❡✳❣✳✱ ✉♣✲t♦✲❞❛t❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s q✉❡r✐❡s ♠✉st ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥
❢r❡q✉❡♥❝②✮✳ ❇❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ♠❛② ❜❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❛t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡❞ ❛t
t❤❡s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✏❝♦♥str✉❝t✐✈❡✑ s❝❡♥❛r✐♦✿ ❡✐t❤❡r
t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤ ✉s✐♥❣ ♦✛✲t❤❡✲s❤❡❧❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞
♥❡t✇♦r❦ ✉♥✐ts ❛r❡ r❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝❧♦✉❞ ♣r♦✈✐❞❡r ✭❡✳❣✳ ❬✶❪✮✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞
♥❡t✇♦r❦ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ❝♦st ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✾ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✲♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♥✲♥❡t✇♦r❦
str❡❛♠✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥
♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥t❡♥❞ ❢♦r t❤❡ s❡r✈❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤❛s
✐ts ♦✇♥ ◗♦❙ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♠❡❡t t❤❡♠ ❛❧❧✳ ❆ ❝❧❡❛r ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❢♦r ❤✐❣❤❡r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ r❡❞✉❝❡❞ r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s t♦ r❡✉s❡ ❝♦♠♠♦♥ s✉❜✲❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
♦♣❡r❛t♦r tr❡❡s ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❤❛r❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❬✺✷❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥
❛ ✏♥♦♥✲❝♦♥str✉❝t✐✈❡✑ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ✇❡
❛tt❡♠♣t t♦ ✉s❡ ❛s ❢❡✇ r❡s♦✉r❝❡s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤✐❧❡ ♠❡❡t✐♥❣ ◗♦❙ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❲❡ r❡str✐❝t ♦✉r
st✉❞② t♦ tr❡❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜✐♥❛r② tr❡❡s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss r❡❧❡✈❛♥t s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ✭❡✳❣✳✱
❧❡❢t✲❞❡❡♣ tr❡❡s ❬✸✽❪✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❛r❣❡t ♣❧❛t❢♦r♠s t❤❛t ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❢✉❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ♦r ✇✐t❤ ❛
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦ ❜✉t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s s❡r✈❡rs✱ ♦r ❢✉❧❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✳
❈❤❛♣t❡r ✽
■♥✲◆❡t✇♦r❦ ❙tr❡❛♠ Pr♦❝❡ss✐♥❣
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ✐♥✲♥❡t✇♦r❦ str❡❛♠ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢
s✐♥❣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✉s❡r ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜♦✉❣❤t
♦r r❡♥t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ st❡❛❞②✲st❛t❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t✱
❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝♦st✳
❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✭✐✮ ✇❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✲♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠❀ ✭✐✐✮ ✇❡
❡st❛❜❧✐s❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ✭❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠s t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✮❀ ✭✐✐✐✮ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ s❡✈❡r❛❧
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s❀ ✭✐✈✮ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❤❡✉r✐st✐❝s t❤r♦✉❣❤ ❡①t❡♥❞❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛ss❡ss t❤❡✐r
❛❜s♦❧✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
✽✳✶ ▼♦❞❡❧s
✽✳✶✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs N = {n1, n2, . . .}
❛rr❛♥❣❡❞ ❛s ❛ ❜✐♥❛r② tr❡❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❜❛s✐❝
♦❜❥❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✉♣❞❛t❡❞ ❛t ❣✐✈❡♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞
♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱ ❜② OB = {ob1, ob2, . . .}✳
❙❡✈❡r❛❧ ❧❡❛✈❡s ♠❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ■♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡s
r❡♣r❡s❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ni ✇❡ ❞❡✜♥❡ Leaf (i) ❛s t❤❡ ✐♥❞❡① s❡t ♦❢ t❤❡
❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ni✱ ✐❢ ❛♥②✱ Child(i) ❛s t❤❡ ✐♥❞❡① s❡t ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡✬s
❝❤✐❧❞r❡♥ ✐♥ N ✱ ✐❢ ❛♥②✱ ❛♥❞ Parent(i) ❛s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡✬s ♣❛r❡♥t ✐♥ N ✱ ✐❢ ✐t ❡①✐sts✳ ❲❡ ❤❛✈❡
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t |Leaf (i)|+ |Child(i)| ≤ 2 ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ tr❡❡ ✐s ❜✐♥❛r②✳ ❆❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❜♦✈❡ ❛r❡
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ s❡ts ♦❢ ♥♦❞❡s✿ f(I) = ∪i∈If(i)✱ ✇❤❡r❡ I ✐s ❛♥ ✐♥❞❡① s❡t ❛♥❞ f ✐s Leaf ✱ Child ♦r
Parent ✳ ■❢ |Leaf (i)| ≥ 1✱ t❤❡♥ ♦♣❡r❛t♦r ni ♥❡❡❞s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t ❢♦r ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❲❡ ❝❛❧❧ s✉❝❤ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥ ❛❧✲♦♣❡r❛t♦r ✭❢♦r ✏❛❧♠♦st ❧❡❛❢✑✮✳
❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ s♦ t❤❛t ✐t ♣r♦❞✉❝❡s ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ r❡s✉❧t ✐s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦♣❡r❛t♦r tr❡❡ ♦♥❝❡✱ ❛t ❛ t❛r❣❡t r❛t❡✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s r❛t❡ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♣✉t✳ ❊❛❝❤ ♦♣❡r❛t♦r ni ∈ N ♠✉st ❝♦♠♣✉t❡ ✭✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✮ r❡s✉❧ts ❛t ❛ r❛t❡ ❛t
❧❡❛st ❛s ❤✐❣❤ ❛s t❤❡ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♣✉t✳ ❈♦♥❝❡♣t✉❛❧❧②✱ ❛ s❡r✈❡r ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r
❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t t❤r❡❛❞s t❤❛t r✉♥ ✐♥ st❡❛❞②✲st❛t❡✳ ❖♥❡ t❤r❡❛❞ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❞♦✇♥❧♦❛❞s
t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✬s ❧❡❛❢ ❝❤✐❧❞r❡♥✱ ✐❢ ❛♥②✳
❋♦r ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ tr❡❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✭❛✮✱ n1 ♥❡❡❞s t♦ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ob1 ❛♥❞ ob2 ✇❤✐❧❡ n2 ❞♦✇♥❧♦❛❞s
♦♥❧② ob1 ❛♥❞ n5 ❞♦❡s ♥♦t ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❛♥② ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞s ♠❛② s✐♠♣❧②
❛♠♦✉♥t t♦ ❝♦♥st❛♥t str❡❛♠✐♥❣ ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ s♦✉r❝❡s t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ ❞❛t❛ str❡❛♠s✳ ❊❛❝❤ ❞♦✇♥❧♦❛❞
✾✺
✾✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ■◆✲◆❊❚❲❖❘❑ ❙❚❘❊❆▼ P❘❖❈❊❙❙■◆●
n4
n5
o1
n2
n1
o1 o2 o2 o3
n3
✭❛✮ ❙t❛♥❞❛r❞ tr❡❡✳
n4
n3
n2
n1
o1
o1
o3
o2
o2
✭❜✮ ▲❡❢t✲❞❡❡♣ tr❡❡✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❛ ❜✐♥❛r② tr❡❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs✳
❤❛s ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❝♦st ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ◗♦❙ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✭❡✳❣✳✱ s♦ t❤❛t
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✉♣✲t♦✲❞❛t❡ ❞❛t❛✮✳ ❆ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t obk ❤❛s ❛ s✐③❡ δk
✭✐♥ ❜②t❡s✮ ❛♥❞ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs t❤❛t ✉s❡ ✐t ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② fk✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡s❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t ❞♦✇♥❧♦❛❞s ❝♦♥s✉♠❡ ❛♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❡q✉❛❧ t♦ ratek = δk × fk ♦♥
❡❛❝❤ ♥❡t✇♦r❦ ❧✐♥❦ ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r t❤r❡❛❞
r❡❝❡✐✈❡s ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✬s ♥♦♥✲❧❡❛❢ ❝❤✐❧❞r❡♥✱ ✐❢ ❛♥②✱ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠s s♦♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣
❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞✴♦r ❞❛t❛ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♣r♦❞✉❝❡s
s♦♠❡ ♦✉t♣✉t t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣❛ss❡❞ t♦ ✐ts ♣❛r❡♥t ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦r ni ✭t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥❝❡✮ r❡q✉✐r❡s ✇i ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ♦✉t♣✉t ♦❢ s✐③❡ δi✳
✽✳✶✳✷ P❧❛t❢♦r♠ ▼♦❞❡❧
❚❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s
R = P ∪ S✱ ✇❤❡r❡ P ❞❡♥♦t❡s ❝♦♠♣✉t❡ s❡r✈❡rs✱ ♦r ♣r♦❝❡ss♦rs ❢♦r s❤♦rt✱ ❛♥❞ S ❞❡♥♦t❡s ❞❛t❛
s❡r✈❡rs✱ ♦r s❡r✈❡rs ❢♦r s❤♦rt✳ ❙❡r✈❡rs ❤♦❧❞ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❤✐❧❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛♣♣❧②
♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❡❡✳ ❊❛❝❤ s❡r✈❡r Sl ∈ S ✭r❡s♣✳ ♣r♦❝❡ss♦r Pu ∈ P✮ ✐s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✈✐❛ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ Bsl ✭r❡s♣✳ Bpu✮✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥♥❡❝t ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♣r♦❝❡ss♦rs Pu ❛♥❞ Pv ✐s ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❤❛s ❜❛♥❞✇✐❞t❤ bp✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❧✐♥❦
❢r♦♠ ❛ s❡r✈❡r Sl t♦ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r Pu ❤❛s ❜❛♥❞✇✐❞t❤ bsl❀ ♦♥ s✉❝❤ ❧✐♥❦s t❤❡ s❡r✈❡r s❡♥❞s ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡
♣r♦❝❡ss♦r r❡❝❡✐✈❡s ✐t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r Pu ∈ P ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣✉t❡ s♣❡❡❞
su✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❧② ♦♥❡ t②♣❡ ♦❢ ❈P❯s
❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✭Bpu = Bp ❛♥❞ su = s✮ ❈♦♥str✲❍♦♠✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱
✇❡ t❡r♠ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣✉t❡ s♣❡❡❞s ❛♥❞
♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❈♦♥str✲▲❆◆✳
❘❡s♦✉r❝❡s ♦♣❡r❛t❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢✉❧❧✲♦✈❡r❧❛♣✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠✉❧t✐✲♣♦rt ♠♦❞❡❧ ❬✸✻❪✱ ✇❤❡r❡ ❛ r❡s♦✉r❝❡
✽✳✶✳ ▼❖❉❊▲❙ ✾✼
❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ s❡♥❞✐♥❣ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❞❛t❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱
❛ r❡s♦✉r❝❡ Ru ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ s❡♥❞✐♥❣ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❞❛t❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳
◆♦t❡ t❤❛t s❡r✈❡rs ♦♥❧② s❡♥❞ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❧❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❆ r❡s♦✉r❝❡ R✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ s❡r✈❡r ♦r ❛ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ❧✐♥❦s ✭s✐♥❝❡ ✇❡
❛ss✉♠❡ ❛ ❝❧✐q✉❡ ♥❡t✇♦r❦✮✳ ❚❤❡ ✏♠✉❧t✐✲♣♦rt✑ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t r❡s♦✉r❝❡ R ❝❛♥ s❡♥❞✴r❡❝❡✐✈❡
❞❛t❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ❧✐♥❦s✳ ❚❤❡ ✏❜♦✉♥❞❡❞✑ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧
tr❛♥s❢❡r r❛t❡ ♦❢ ❞❛t❛ s❡♥t✴r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② r❡s♦✉r❝❡ R ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ✐ts ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳
✽✳✶✳✸ ▼❛♣♣✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ ❈♦♥str❛✐♥ts
❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣✉r❝❤❛s❡✴r❡♥t ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ♠❛♣ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✐✳❡✳✱ ✐♥t❡r♥❛❧
♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❡❡✱ ♦♥t♦ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐❢ ❛ tr❡❡ ♥♦❞❡ ❤❛s ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ❧❡❛❢ ❝❤✐❧❞✱ t❤❡♥ ✐t ♠✉st ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞♦✇♥❧♦❛❞ ✉♣✲t♦✲❞❛t❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❢r♦♠ t❤❡ ✜①❡❞ s❡t ♦❢
s❡r✈❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✉♠❡s ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦♥ ✐ts ♣r♦❝❡ss♦r✬s ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞✳ ❊❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡
♦❢ ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ ♣r♦❝❡ss♦r Pu✱ ✇❤✐❧❡ Pu ❝♦♠♣✉t❡s ❢♦r t❤❡ t✲t❤
✜♥❛❧ r❡s✉❧t✱ ✐t s❡♥❞s t♦ ✐ts ♣❛r❡♥t ✭✐❢ ❛♥②✮ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡
(t− 1)✲t❤ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✳ ■t ❛❧s♦ r❡❝❡✐✈❡s ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✐ts ♥♦♥✲❧❡❛❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✭✐❢ ❛♥②✮ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
(t + 1)✲t❤ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛❧❧ t❤r❡❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ❜❛s✐❝
♦❜❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞✱ ✐♥ s♦♠❡ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ ♠❛♥♥❡r s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱
✈✐❛ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❛♠♦♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡
❞❛t❛ s♦✉r❝❡s ✇❤❡♥ ❞♦✇♥❧♦❛❞✐♥❣ ❛ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ t✇♦ ♦♣❡r❛t♦rs r❡q✉✐r❡ t❤❡ s❛♠❡
❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss♦rs✱ t❤❡② ♠✉st ❜♦t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞♦✇♥❧♦❛❞ t❤❛t
♦❜❥❡❝t ✭❛♥❞ ✐♥❝✉r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ♦✈❡r❤❡❛❞s✮✳
❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ N ♦♥t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥ P ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ a✿ a(i) = u ✐❢ ♦♣❡r❛t♦r ni ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss♦r Pu✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ a¯(u) ✐s t❤❡ ✐♥❞❡① s❡t
♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ Pu✿ a¯(u) = {i | a(i) = u}✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ♥♦t❛t✐♦♥s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts✳ Pr♦❝❡ss♦r Pu ♠❛② ♥❡❡❞ t♦ ❞♦✇♥❧♦❛❞ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❢r♦♠
s♦♠❡ s❡r✈❡rs✳ ❲❡ ✉s❡ DL(u) t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ (k, l) ❝♦✉♣❧❡s ✇❤❡r❡ ♣r♦❝❡ss♦r Pu ❞♦✇♥❧♦❛❞s
♦❜❥❡❝t obk ❢r♦♠ s❡r✈❡r Sl✳ ❊❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ❤❛s t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ ❢❛st ❡♥♦✉❣❤ t♦
❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♣✉t ρ✳ ❆ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❛ ❝❤✐❧❞ ♦r t❤❡ ♣❛r❡♥t
♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ tr❡❡ ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤✐s ♥♦❞❡ ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥ts✿
• ❊❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r Pu ❝❛♥♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✿
∀Pu ∈ P,
∑
i∈a¯(u)
ρ ·
✇i
su
≤ 1 ✭✽✳✶✮
• Pu ♠✉st ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧ ✐ts ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t ❞♦✇♥❧♦❛❞s ❛♥❞ ❛❧❧
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t ❞♦✇♥❧♦❛❞s✱ t❤❡
s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✐♥t❡r✲♥♦❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❛ tr❡❡ ♥♦❞❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ Pu ❛♥❞
s♦♠❡ ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
✐♥t❡r✲♥♦❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❛ tr❡❡ ♥♦❞❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ Pu ❛♥❞ ✐ts ♣❛r❡♥t ♥♦❞❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞
t♦ ❛♥♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss♦r✿
∀Pu ∈ P,
∑
(k,l)∈DL(u)
ratek +
∑
j∈Child(a¯(u))\a¯(u)
ρ.δj+
∑
j∈Parent(a¯(u))\a¯(u)
∑
i∈Child(j)∩a¯(u)
ρ.δi ≤ Bpu ✭✽✳✷✮
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• ❙❡r✈❡r Sl ♠✉st ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ s✉♣♣♦rt ❛❧❧ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t ❞♦✇♥❧♦❛❞s✿
∀Sl ∈ S,
∑
Pu∈P
∑
(k,l)∈DL(u)
ratek ≤ Bsl ✭✽✳✸✮
• ❚❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ s❡r✈❡r Sl ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss♦r Pu ♠✉st ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝❛♣❛❝✐t② t♦
s✉♣♣♦rt ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜❥❡❝t ❞♦✇♥❧♦❛❞s ❢r♦♠ Sl t♦ Pu✿
∀Pu ∈ P,∀Sl ∈ S,
∑
(k,l)∈DL(u)
ratek ≤ bsl,u ✭✽✳✹✮
• ❚❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ Pu ❛♥❞ Pv ♠✉st ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ s✉♣♣♦rt ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❚❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✽✳✷✮ ❛❜♦✈❡✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t ❞♦✇♥❧♦❛❞s✱ ❛♥❞ s♣❡❝✐❢②✐♥❣
t❤❛t Pu ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡s ✇✐t❤ Pv✿
∀Pu, Pv ∈ P
∑
j∈Child(a¯(u))
∩a¯(v)
ρ.δj +
∑
j∈Parent(a¯(u))
∩a¯(v)
∑
i∈Child(j)
∩a¯(u)
ρ.δi ≤ bpu,v ✭✽✳✺✮
✽✳✷ ❈♦♠♣❧❡①✐t②
❯♥s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ♠♦st ♦♣❡r❛t♦r ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ◆P✲❤❛r❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❛t❡s ♦♥ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s❡r✈❡rs ✐s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✷✲P❛rt✐t✐♦♥ ❬✸✷❪✳ ▲❡t ✉s
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss✱ ✐✳❡✳✱ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❧❡❢t✲❞❡❡♣ tr❡❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❬✸✽❪ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✽✳✶✭❜✮✮ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ✭δi = 0✮✱ ✇✐t❤ ♦❜❥❡❝ts ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ ❢✉❧❧② ❤♦✲
♠♦❣❡♥❡♦✉s s❡t ♦❢ s❡r✈❡rs✱ ♦♥t♦ ❛ ❢✉❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ▲❉❚✲❍♦♠✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♥♦✇ ✐♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡❞ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ❡✈❡♥ t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ◆P✲❤❛r❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts
t❤❛t ❛r❡ s❤❛r❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✶✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ▲❉❚✲❍♦♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ K ✐s t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ t❤r♦✉❣❤♣✉t t❤❛t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞✳ ▲❉❚✲
❍♦♠ ✐s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❣✐✈❡♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs N ✱ ✐s t❤❡r❡ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣
t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡s t❤r♦✉❣❤♣✉t K❄
❚❤❡♦r❡♠ ✽✳✶✳ ▲❉❚✲❍♦♠ ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✳
Pr♦♦❢✳ ❋✐rst✱ ▲❉❚✲❍♦♠ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ◆P✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs t♦ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞ t❤❡
❞♦✇♥❧♦❛❞ ❧✐st DL(u) ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r Pu✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ♥♦
♠♦r❡ t❤❛♥ N ♣r♦❝❡ss♦rs✱ t❤❛t t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ ❡❛❝❤ ❡♥r♦❧❧❡❞ ♣r♦❝❡ss♦r r❡s♣❡❝ts K✿
K × |a¯(u)|
✇
s
≤ 1 ,
❛♥❞ t❤❛t ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ r❡s♣❡❝t❡❞✳
❚♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✸✲P❛rt✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡
✐♥ t❤❡ str♦♥❣ s❡♥s❡ ❬✸✷❪✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥st❛♥❝❡ I1 ♦❢ ✸✲P❛rt✐t✐♦♥✿ ❣✐✈❡♥ 3n ♣♦s✐t✐✈❡
✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡rs {a1, a2, . . . , a3n} ❛♥❞ ❛ ❜♦✉♥❞ R✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t
R
4 < ai <
R
2 ❢♦r ❛❧❧ i ❛♥❞ t❤❛t
✽✳✷✳ ❈❖▼P▲❊❳■❚❨ ✾✾
∑3n
i=1 ai = nR✱ ✐s t❤❡r❡ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥t♦ n s✉❜s❡ts I1, I2, . . . , In ♦❢ s✉♠ R❄ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛r❡ t❤❡r❡ n s✉❜s❡ts I1, I2, . . . , In s✉❝❤ t❤❛t I1∪I2 . . .∪In = {1, 2, . . . , 3n}✱ Ii∩Ij = ∅
✐❢ i 6= j✱ ❛♥❞
∑
j∈Ii
aj = R ❢♦r ❛❧❧ i ✭❛♥❞ |Ii| = 3 ❢♦r ❛❧❧ i✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✸✲P❛rt✐t✐♦♥ ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡
✐♥ t❤❡ str♦♥❣ s❡♥s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ 3n ♥✉♠❜❡rs ✐♥ ✉♥❛r② ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ I1 ✐s
O(n+M)✱ ✇❤❡r❡ M = maxi{ai}✳
❲❡ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥st❛♥❝❡ I2 ♦❢ ▲❉❚✲❍♦♠✿
• ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t s❡t ✐s OB = {ob1, ..., ob3n}✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ 3n s❡r✈❡rs ❡❛❝❤ ❤♦❧❞✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✱
t❤✉s obi ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ s❡r✈❡r Si✳ ❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ obi ✐s rate = 1 ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❧✐♠✐t ♦❢
t❤❡ s❡r✈❡rs ✐s s❡t t♦ Bs = 1✳
• ❚❤❡ ❧❡❢t✲❞❡❡♣ tr❡❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ |N | = nR ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐t❤ ✇ = 1✳ ❊❛❝❤ ♦❜❥❡❝t obi ❛♣♣❡❛rs ai
t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ✭t❤❡ ❡①❛❝t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r✮✱ s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ |N | ❧❡❛✈❡s ✐♥ t❤❡
tr❡❡✱ ❡❛❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳
• ❚❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ n ♣r♦❝❡ss♦rs ♦❢ s♣❡❡❞ s = 1 ❛♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ Bp = 3✳ ❆❧❧ t❤❡ ❧✐♥❦
❜❛♥❞✇✐❞t❤s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ s❡r✈❡rs ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ bs = bp = 1✳
• ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❛s❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞s 1/K = R ❛♥❞ N = n✳
❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ I2 ✐s ❝❧❡❛r❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ I1✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②
3nM ✳ ❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥st❛♥❝❡ I1 ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐♥st❛♥❝❡ I2 ❞♦❡s✳
❙✉♣♣♦s❡ ✜rst t❤❛t I1 ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ♠❛♣ ❛❧❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢
♦❜❥❡❝t obj ✱ j ∈ Ii✱ ♦♥t♦ ♣r♦❝❡ss♦r Pi✳ ❊❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r r❡❝❡✐✈❡s t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❝t ♦❜❥❡❝ts✱ ❡❛❝❤ ❝♦♠✐♥❣
❢r♦♠ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡r✈❡r✱ ❤❡♥❝❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦♣❡r❛t♦rs ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② Pi ✐s ❡q✉❛❧ t♦
∑
j∈Ii
ai = R✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✐t ❛❝❤✐❡✈❡❞
❜❡❝❛✉s❡ KR ≤ 1✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤✉s ❜✉✐❧t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ I2✳
❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t I2 ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞ 1/K = R ✇✐t❤
n ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❉✉❡ t♦ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ n ♣r♦❝❡ss♦rs ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛t ♠♦st t❤r❡❡
❞✐st✐♥❝t ♦❜❥❡❝ts✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t ♠✉st ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞ t❤❡r❡
❛r❡ 3n ♦❜❥❡❝ts✱ s♦ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❡①❛❝t❧② 3 ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥♦ ♦❜❥❡❝t ✐s
s❡♥t t♦ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ♠✉st ❝♦♠♣✉t❡ ❛❧❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐t ♥❡❡❞s t♦ ❞♦✇♥❧♦❛❞✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ I1 ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡
♣r♦♦❢✳ 
◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐❢ ♦♥❡ ❛❞❞s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤❛t ♥♦
❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t ✐s ✉s❡❞ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ tr❡❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ❛ss✐❣♥
♦♣❡r❛t♦rs t♦ ⌈|N | × ✇/s⌉ ❛r❜✐tr❛r② ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥ ❛ r♦✉♥❞✲r♦❜✐♥ ❢❛s❤✐♦♥✳
✽✳✷✳✶ ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❈♦♥str ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠
✭■▲P✮✳ ❲❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❈♦♥str✲▲❆◆✳
❈♦♥st❛♥ts
❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❞❡✜♥❡ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❡❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞
✈✐❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs par ❛♥❞ leaf ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♦♥ s❡r✈❡rs ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✈✐❛ ♣❛r❛♠❡t❡r obj✳
❖t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✿ ❝♦♠♠i,✇i ❢♦r
♦♣❡r❛t♦rs✱ ratek ❢♦r ♦❜❥❡❝t ❞♦✇♥❧♦❛❞ r❛t❡s✱ ❛♥❞ Bsl ❢♦r s❡r✈❡r ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s✳ ▼♦r❡
❢♦r♠❛❧❧②✿
✶✵✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ■◆✲◆❊❚❲❖❘❑ ❙❚❘❊❆▼ P❘❖❈❊❙❙■◆●
• par(i, j) ✐s ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ ♦♣❡r❛t♦r ni ✐s t❤❡ ♣❛r❡♥t ♦❢ nj ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
tr❡❡✱ ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
• leaf(i, k) ✐s ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ ♦♣❡r❛t♦r ni r❡q✉✐r❡s ♦❜❥❡❝t obk ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱
✐✳❡✳✱ ok ✐s ❛ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ ni ✐♥ t❤❡ tr❡❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ leaf(i, k) = 0✳
• obj(k, l) ✐s ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ s❡r✈❡r Sl ❤♦❧❞s ❛ ❝♦♣② ♦❢ ♦❜❥❡❝t obk✳
• ❝♦♠♠i,✇i, ratek, Bsl ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳
❚❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛
s❡t C ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ✏❝❧❛ss❡s✑✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❝q✉✐r❡ ❛s ♠❛♥② ♣r♦❝❡ss♦rs ♦❢
❛ ❝❧❛ss c ∈ C ❛s ♥❡❡❞❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ N ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♦✈❡r❛❧❧✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡
t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ✐♥ ❝❧❛ss c ❜② costc✳ ❊❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ♦❢ ❝❧❛ss c ❤❛s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s♣❡❡❞ sc ❛♥❞
♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ Bpc✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t bp✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s❡r✈❡r Sl ❛♥❞ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s bsl✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✱ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ♥✉♠❜❡r❡❞
❢r♦♠ 1 t♦ |N |✱ ❛♥❞ Pc,u r❡❢❡rs t♦ t❤❡ u✲t❤ ♣r♦❝❡ss♦r ♦❢ ❝❧❛ss c✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ρ ✐s t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t t❤❛t
♠✉st ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿
• costc, sc, Bpc, bp, bsl ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs❀
• ρ ✐s ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡r✳
❱❛r✐❛❜❧❡s
◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts t❤❛t ❞❡✜♥❡ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✿
• xi,c,u ✐s ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ ♦♣❡r❛t♦r ni ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ Pc,u✱ ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ |N |2.|C| s✉❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤❡r❡ |C| ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳
• dc,u,k,l ✐s ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ ♣r♦❝❡ss♦r Pc,u ❞♦✇♥❧♦❛❞s ♦❜❥❡❝t obk ❢r♦♠ s❡r✈❡r Sl✱
❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s |C|.|N |.|OB|.|S|✳
• yi,c,u,i′,c′,u′ ✐s ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ ni ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ Pc,u✱ ni′ ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ Pc′,u′ ✱
❛♥❞ ni ✐s t❤❡ ♣❛r❡♥t ♦❢ ni′ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❡❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ |N |
4.|C|2 s✉❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
• usedc,u ✐s ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ ♣r♦❝❡ss♦r Pc,u ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ✐✳❡✳✱
t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦♣❡r❛t♦r ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ |C|.|N |
s✉❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❈♦♥str❛✐♥ts
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♠✉st ✇r✐t❡ ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦✉r ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱
✉♥❧❡ss st❛t❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ i✱ i′✱ u ❛♥❞ u′ s♣❛♥ s❡t N ❀ c ❛♥❞ c′ s♣❛♥ s❡t C❀ k s♣❛♥s s❡t OB❀ ❛♥❞ l
s♣❛♥s s❡t S✳ ❋✐rst ✇❡ ♥❡❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs t♦ ♣r♦❝❡ss♦rs
✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛❧❧ r❡q✉✐r❡❞ ❞♦✇♥❧♦❛❞s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❞♦♥❡ ❢r♦♠ ❛ s❡r✈❡r t❤❛t ❤♦❧❞s
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✳
• ∀i
∑
c,u xi,c,u = 1✿ ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r❀
• ∀c, u, k, l dc,u,k,l ≤ obj(k, l)✿ ♦❜❥❡❝t obk ❝❛♥ ❜❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠ Sl ♦♥❧② ✐❢ Sl ❤♦❧❞s obk❀
✽✳✷✳ ❈❖▼P▲❊❳■❚❨ ✶✵✶
• ∀c, u, k, l dc,u,k,l ≤
∑
i xi,c,u.leaf(i, k)✿ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦♣❡r❛t♦r ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ Pc,u t❤❛t r❡q✉✐r❡s
♦❜❥❡❝t k✱ t❤❡♥ Pc,u ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ♦❜❥❡❝t k ❛♥❞ dc,u,k,l = 0 ❢♦r ❛❧❧ s❡r✈❡r Sl✳
• ∀i, k, c, u 1 ≥
∑
l dc,u,k,l ≥ xi,c,u.leaf(i, k)✿ ♣r♦❝❡ss♦r Pc,u ♠✉st ❞♦✇♥❧♦❛❞ ♦❜❥❡❝t obk ❢r♦♠
❡①❛❝t❧② ♦♥❡ s❡r✈❡r ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ni ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss♦r t❤❛t r❡q✉✐r❡s obk ❢♦r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♥❡①t s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛✐♠ ❛t ♣r♦♣❡r❧② ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ yi,c,u,i′,c′,u′ ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ yi,c,u,i′,c′,u′ = par(i, j).xi,c,u.xi′,c′,u′ ✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♠❛❦❡s ♦✉r ♣r♦❣r❛♠ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛s t✇♦
♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥st❡❛❞✱ ❢♦r ❛❧❧ i, c, u, i′, c′, u′✱ ✇❡ ✇r✐t❡✿
• yi,c,u,i′,c′,u′ ≤ par(i, j)❀ yi,c,u,i′,c′,u′ ≤ xi,c,u❀ yi,c,u,i′,c′,u′ ≤ xi′,c′,u′ ✿ y ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ 0 ✐❢ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✳
• yi,c,u,i′,c′,u′ ≥ par(i, j).
(
xi,c,u + xi′,c′,u′ − 1
)
✿ y ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ ❜❡ 1 ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛r❡ tr✉❡ ✭♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ r✐❣❤t t❡r♠ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ 0✮✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❡♥s✉r❡ t❤❛t usedc,u ✐s ♣r♦♣❡r❧② ❞❡✜♥❡❞✿
• ∀c, u usedc,u ≤
∑
i xi,c,u✿ ♣r♦❝❡ss♦r Pc,u ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ✐❢ ♥♦ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ ✐t❀
• ∀c, u, i usedc,u ≥ xi,c,u✿ ♣r♦❝❡ss♦r Pc,u ✐s ✉s❡❞ ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦♣❡r❛t♦r ni ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ✐t✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐♦✉s
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❡①❝❡❡❞❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✮✲✭✺✮✳
• ∀c, u
∑
i xi,c,u.ρ
✇i
sc
≤ 1✿ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ♠✉st ❜❡ ❢❛st ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t
t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✐s ❛t ❧❡❛st ❡q✉❛❧ t♦ ρ❀
• ∀c, u
∑
k,l dc,u,k,l.ratek +
∑
i,i′,(c′,u′) 6=(c,u) yi,c,u,i′,c′,u′ .ρ.❝♦♠♠i′+∑
i,i′,(c′,u′) 6=(c,u) yi′,c′,u′,i,c,u.ρ.❝♦♠♠i ≤ Bpc✿ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ♥❡t✲
✇♦r❦ ❝❛r❞s❀
• ∀l
∑
c,u,k dc,u,k,l.ratek ≤ Bsl✿ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r t❤❡ s❡r✈❡r ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞s❀
• ∀l, c, u
∑
k dc,u,k,l.ratek ≤ bsl✿ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ s❡r✈❡rs ❛♥❞ ♣r♦✲
❝❡ss♦rs❀
• ∀c, u, c′, u′ ✇✐t❤ (c, u) 6= (c′, u′)
∑
i,i′ yi,c,u,i′,c′,u′ .ρ.❝♦♠♠i′+
∑
i,i′ yi′,c′,u′,i,c,u.ρ.❝♦♠♠i ≤ bp✿
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss♦rs✳
❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
❲❡ ❛✐♠ ❛t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✉s❡❞ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ t❤✉s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
min
(∑
c,u usedc,u.costc
)
✳
❆❧t♦❣❡t❤❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡
♣r♦❜❧❡♠✳
✶✵✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ■◆✲◆❊❚❲❖❘❑ ❙❚❘❊❆▼ P❘❖❈❊❙❙■◆●
✽✳✸ ❍❡✉r✐st✐❝s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ s❡✈❡r❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✲♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❡ ❝♦❞❡ ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ✇❡❜ ❛t ❤tt♣✿✴✴❣r❛❛❧✳❡♥s✲❧②♦♥✳❢r✴⑦✈s♦♥✐❣♦✴❝♦❞❡✴
q✉❡r②✲str❡❛♠✐♥❣✴✳ ❊❛❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝ ✇♦r❦s ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿ ✭✐✮ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❤❡✉r✐st✐❝
❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝q✉✐r❡❞✱ ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡s ✇❤✐❝❤ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡
❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❝❡ss♦rs❀ ✭✐✐✮ ❛ s❡r✈❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝ ❞❡❝✐❞❡s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ s❡r✈❡r ❡❛❝❤
♣r♦❝❡ss♦r ❞♦✇♥❧♦❛❞s ❛❧❧ ♥❡❡❞❡❞ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts✳
❖♣❡r❛t♦r P❧❛❝❡♠❡♥t ❍❡✉r✐st✐❝s
◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ♦♥❧② t❤❡ ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞s ❛r❡
❛❝q✉✐r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ❧❛t❡r r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st ♦♥❡s t❤❛t st✐❧❧ ❢✉❧✜❧❧ t❤r♦✉❣❤♣✉t
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❥✉st ❛❢t❡r t❤❡ s❡r✈❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ st❡♣✱ ❛s ❛ t❤✐r❞ ✏❞♦✇♥❣r❛❞❡✑ st❡♣✱ ✐♥ ❛
✈✐❡✇ t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝♦st✳
❘❛♥❞♦♠ ✕ ❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ✉♥❛ss✐❣♥❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❡ ❘❛♥❞♦♠ ❤❡✉r✐st✐❝ ♣✐❝❦s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡
✉♥❛ss✐❣♥❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs r❛♥❞♦♠❧②✱ s❛② op✳ ■t t❤❡♥ ❛❝q✉✐r❡s t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❝❡ss♦r t❤❛t ✐s
❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ op ✇❤✐❧❡ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♣✉t✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤ ♣r♦✲
❝❡ss♦r✱ t❤❡♥ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❝♦♥s✐❞❡rs op ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦♣❡r❛t♦rs ♦r ✇✐t❤ ✐ts ♣❛r❡♥t
♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t ✐t ❤❛s t❤❡ ♠♦st ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ op ✭✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r❤❡❛❞✮✳ ■❢ ♥♦ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❛♥
❜❡ ❛❝q✉✐r❡❞ t❤❛t ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ❜♦t❤ ♦♣❡r❛t♦rs t♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡♥ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢❛✐❧s✳ ■❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♦♣❡r❛t♦r ❤❛❞ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss♦r✱ t❤✐s ❧❛st ♣r♦❝❡ss♦r ✐s s♦❧❞ ❜❛❝❦✳
❈♦♠♣✲●r❡❡❞② ✕ ❚❤❡ ❈♦♠♣✲●r❡❡❞② ❤❡✉r✐st✐❝ ✜rst s♦rts ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ✇i✱
✐✳❡✳✱ ♠♦st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ✜rst✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ✉♥❛ss✐❣♥❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❡
❤❡✉r✐st✐❝ ❛❝q✉✐r❡s t❤❡ ♠♦st ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②
❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ✉♥❛ss✐❣♥❡❞ ♦♣❡r❛t♦r t♦ ✐t✳ ■❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ♦♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss♦r s♦
t❤❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ✉s❡s ❛ ❣r♦✉♣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❛t ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❘❛♥❞♦♠ ❤❡✉r✐st✐❝ ✭✐✳❡✳✱ ❣r♦✉♣✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤ ✐ts ❝❤✐❧❞ ♦r ♣❛r❡♥t ♦♣❡r❛t♦r
✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✐t ❤❛s t❤❡ ♠♦st ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✮✳ ■❢ ❛❢t❡r t❤✐s st❡♣ s♦♠❡
❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❧❡❢t ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱ t❤❡♥ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ tr✐❡s t♦ ❛ss✐❣♥ ♦t❤❡r ♦♣❡r❛t♦rs t♦ ✐t✳ ❚❤❡s❡
♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ♣✐❝❦❡❞ ✐♥ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ✇i✱ ✐✳❡✳✱ tr②✐♥❣ t♦ ✜rst ❛ss✐❣♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❝❡ss♦r
t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r✳
❈♦♠♠✲●r❡❡❞② ✕ ❚❤❡ ❈♦♠♠✲●r❡❡❞② ❤❡✉r✐st✐❝ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❣r♦✉♣ ♦♣❡r❛t♦rs t♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦sts✳ ■t ♣✐❝❦s t❤❡ t✇♦ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳
❚❤❡s❡ t✇♦ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱ t❤✉s s❛✈✐♥❣ ❝♦st❧② ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✿ ✭✐✮ ❜♦t❤ ♦♣❡r❛t♦rs ✇❡r❡
✉♥❛ss✐❣♥❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ s✐♠♣❧② ❛❝q✉✐r❡s t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st ♣r♦❝❡ss♦r t❤❛t ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡
❜♦t❤ ♦♣❡r❛t♦rs❀ ✐❢ ♥♦ s✉❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤❡♥ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❝q✉✐r❡s t❤❡ ♠♦st ❡①♣❡♥s✐✈❡
♣r♦❝❡ss♦r ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t♦r❀ ✭✐✐✮ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♣❡r❛t♦r ❛s ✇❡❧❧❀ ✐❢ t❤✐s ✐s ♥♦t ♣♦s✲
s✐❜❧❡ t❤❡♥ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❝q✉✐r❡s t❤❡ ♠♦st ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♦♣❡r❛t♦r❀ ✭✐✐✐✮ ❜♦t❤
♦♣❡r❛t♦rs ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❛ss✐❣♥❡❞ ♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛tt❡♠♣ts
✽✳✸✳ ❍❊❯❘■❙❚■❈❙ ✶✵✸
t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❜♦t❤ ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞ s❡❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss♦r❀ ✐❢ t❤✐s ✐s ♥♦t
♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞✳
❙✉❜tr❡❡✲❇♦tt♦♠✲❯♣ ✕ ❚❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ✜rst ❛❝q✉✐r❡s ❛s ♠❛♥② ♠♦st ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛s t❤❡r❡
❛r❡ ❛❧✲♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❛ss✐❣♥s ❡❛❝❤ ❛❧✲♦♣❡r❛t♦r t♦ ❛ ❞✐st✐♥❝t ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ t❤❡♥ tr✐❡s
t♦ ♠❡r❣❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐t❤ t❤❡✐r ❢❛t❤❡r ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✐♥ ❛ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❢❛s❤✐♦♥ ✭♣♦ss✐❜❧②
r❡t✉r♥✐♥❣ s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❛ss✐❣♥❡❞✳ ❚❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ✜rst tr✐❡s t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❛s ♠❛♥② ♣❛r❡♥t ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛ss✐❣♥❡❞
♦♣❡r❛t♦rs t♦ t❤✐s ♣r♦❝❡ss♦r✳ ■❢ s♦♠❡ ♣❛r❡♥t ♦♣❡r❛t♦rs ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤✐s ♣r♦❝❡ss♦r✱ t❤❡♥
♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♥❡✇ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ✉s❡❞ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss♦rs✳
❖❜❥❡❝t✲●r♦✉♣✐♥❣ ✕ ❋♦r ❡❛❝❤ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t✱ t❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ❝♦✉♥ts ❤♦✇ ♠❛♥② ♦♣❡r❛t♦rs ♥❡❡❞ t❤✐s
❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤✐s ❝♦✉♥t ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✏♣♦♣✉❧❛r✐t②✑ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ❛❧✲♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ t❤❡♥
s♦rt❡❞ ❜② ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts t❤❡② ♥❡❡❞✳ ❚❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝
st❛rts ❜② ❛❝q✉✐r✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞ ❛ss✐❣♥s t♦ ✐t t❤❡ ✜rst ❛❧✲♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡
❤❡✉r✐st✐❝ t❤❡♥ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❛ss✐❣♥ t♦ ✐t ❛s ♠❛♥② ♦t❤❡r ❛❧✲♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t r❡q✉✐r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐❝
♦❜❥❡❝ts ❛s t❤❡ ✜rst ❛❧✲♦♣❡r❛t♦r✱ t❛❦❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛r✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛s ♠❛♥②
♥♦♥ ❛❧✲♦♣❡r❛t♦rs ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞✳
❖❜❥❡❝t✲❆✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✕ ❚❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ♦♥
t❤❡ s❡r✈❡rs✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t k t❤❡ ♥✉♠❜❡r avk ♦❢ s❡r✈❡rs ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❜❥❡❝t ok ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❆❧✲
♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t✉r♥ ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ avk ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts t❤❡② ♥❡❡❞ t♦ ❞♦✇♥❧♦❛❞✳
❚❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ tr✐❡s t♦ ❛ss✐❣♥ ❛s ♠❛♥② ❛❧✲♦♣❡r❛t♦rs ❞♦✇♥❧♦❛❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝t k ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥ ❛ ♠♦st
❡①♣❡♥s✐✈❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❈♦♠♣✲●r❡❡❞②✱
✐✳❡✳✱ ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ wi ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳
❙❡r✈❡r ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❍❡✉r✐st✐❝s
❖♥❝❡ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❤❡✉r✐st✐❝ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❡❛❝❤ ❛❧✲♦♣❡r❛t♦r ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ ❛ ♣r♦❝❡s✲
s♦r✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t♦ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢②
❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ s❡r✈❡r t❤✐s ❞♦✇♥❧♦❛❞ s❤♦✉❧❞ ♦❝❝✉r✳ ❋♦r t❤❡ ❘❛♥❞♦♠ ❤❡✉r✐st✐❝✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣
♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥t♦ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐s ✜①❡❞✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ r❛♥❞♦♠❧② ❛ s❡r✈❡r t♦ ❡❛❝❤ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t ❛
♣r♦❝❡ss♦r ❤❛s t♦ ❞♦✇♥❧♦❛❞✳
❋♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝✱ ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ❧♦♦♣s✳ ❚❤❡ ✜rst
❧♦♦♣ ❛ss✐❣♥s ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ❤❡❧❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ s❡r✈❡r✳ ■❢ ♥♦t ❛❧❧ ❞♦✇♥❧♦❛❞s ❝❛♥ ❜❡
❣✉❛r❛♥t❡❡❞✱ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢❛✐❧s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧♦♦♣ ❛ss♦❝✐❛t❡s ❛s ♠❛♥② ❞♦✇♥❧♦❛❞s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
s❡r✈❡rs t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t t②♣❡✳ ❚❤❡ ❧❛st ❧♦♦♣ ✜♥❛❧❧② tr✐❡s t♦ ❛ss✐❣♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✲
✐♥❣ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
♦r❞❡r ♦❢ ♥❜P✴♥❜❙✱ ✇❤❡r❡ ♥❜P ✐s t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❞♦✇♥❧♦❛❞ t❤❡
♦❜❥❡❝t✱ ❛♥❞ ♥❜❙ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡r✈❡rs ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t st✐❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❞❡❝✐✲
s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ s❡r✈❡rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ s❡r✈❡rs ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦✳
❖♥❝❡ s❡r✈❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞✱ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ❞♦✇♥❣r❛❞❡❞ ✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡✿ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❧❡ss ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ❈P❯ ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳
✶✵✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ■◆✲◆❊❚❲❖❘❑ ❙❚❘❊❆▼ P❘❖❈❊❙❙■◆●
❚❛❜❧❡ ✽✳✶✿ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦sts ❢♦r ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ♣r♦❝❡ss♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦r ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ✩✼✱✺✹✽ ❜❛s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❉❡❧❧ ■♥❝✳ ✇❡❜ s✐t❡✱ ❛s ♦❢ ❡❛r❧②
▼❛r❝❤ ✷✵✵✽✮✳
Pr♦❝❡ss♦r ◆❡t✇♦r❦ ❈❛r❞
P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❈♦st ❘❛t✐♦ ❇❛♥❞✇✐❞t❤ ❈♦st ❘❛t✐♦
✭●❍③✮ ✭✩✮ ✭●❍③✴✩✮ ✭●❜♣s✮ ✭✩✮ ✭●❜♣s✴✩✮
✶✶✳✼✷ ✼✱✺✹✽ ✰ ✵ ✶✳✺✺ ×10−3 ✶ ✼✱✺✹✽ ✰ ✵ ✶✳✸✷ ×10−4
✶✾✳✷✵ ✼✱✺✹✽ ✰ ✶✱✺✺✵ ✶✳✾✸ ×10−3 ✷ ✼✱✺✹✽ ✰ ✸✾✾ ✷✳✺✶ ×10−4
✷✺✳✻✵ ✼✱✺✹✽ ✰ ✷✱✸✾✾ ✷✳✸✽ ×10−3 ✹ ✼✱✺✹✽ ✰ ✶✱✶✾✼ ✹✳✺✼ ×10−4
✸✽✳✹✵ ✼✱✺✹✽ ✰ ✸✱✾✹✾ ✸✳✶✷ ×10−3 ✶✵ ✼✱✺✹✽ ✰ ✷✱✽✵✵ ✾✳✻✻ ×10−4
✹✻✳✽✽ ✼✱✺✹✽ ✰ ✺✱✷✾✾ ✸✳✹✸ ×10−3 ✷✵ ✼✱✺✹✽ ✰ ✺✱✾✾✾ ✶✹✳✼✻ ×10−4
✽✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②
❆❧❧ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s❡ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜✐♥❛r② ♦♣❡r❛t♦r tr❡❡s ✇✐t❤ ❛t ♠♦st N ♦♣❡r❛t♦rs✱
✇❤✐❝❤ ✇❡ ✈❛r②✳ ❆❧❧ ❧❡❛✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t ✐s ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧②
❛♠♦♥❣ ✶✺ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ✶✺ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t t②♣❡s✱ ✇❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡ ❛ ✜①❡❞
s✐③❡✳ ■♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ♦❜❥❡❝t s✐③❡s✱ ✐♥ t❤❡ δk ∈ [5, 30] ▼❇ r❛♥❣❡✱ ✇❤❡r❡❛s ❧❛r❣❡ ♦❜❥❡❝t
s✐③❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ δk ∈ [450, 530] ▼❇ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ✐s ❡✐t❤❡r ❧♦✇
✭fk = 1/50s✮ ♦r ❤✐❣❤ ✭fk = 1/2s✮✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞ r❛t❡ ❢♦r ♦❜❥❡❝t ok ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞
❛s ratek = δk × fk✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♠♦✉♥t wi ❢♦r ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ni ✭❛ ♥♦♥✲❧❡❛❢ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ tr❡❡✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ l ❛♥❞ r ✭❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t ♦r ♦♣❡r❛t♦r✮✿ wi = (δl + δr)
α✱ ✇❤❡r❡ α ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✜①❡❞ ❢♦r
❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥✱ ❛♥❞ δ ✐s ❡✐t❤❡r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t✱ ♦r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ s❡♥t
❜② t❤❡ ❝❤✐❧❞ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t♦r✱ s❡tt✐♥❣
❢♦r ❛❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s δi = δl + δr✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♣✉t ρ ✐s ✜①❡❞ t♦ 1 ❢♦r ❛❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡r✈❡r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✿ ✇❡ ❞✐s♣♦s❡ ♦❢ ✻
s❡r✈❡rs✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✶✵ ●❇ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞✳ ❚❤❡ ✶✺ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts
❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✻ s❡r✈❡rs✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t s❡r✈❡rs ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ❛❧❧
✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛ ✶ ●❇ ❧✐♥❦✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝❛♥ ❜❡ ♣✉r❝❤❛s❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦sts ❢r♦♠
❚❛❜❧❡ ✽✳✶ ✭❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ■♥t❡❧✬s ❤✐❣❤✲❡♥❞✱ r❛❝❦✲♠♦✉♥t❛❜❧❡ s❡r✈❡r✱ P♦✇❡r❊❞❣❡ ❘✾✵✵✮✳
❘❡s✉❧ts
❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡❛❢t❡r r❡s✉❧ts ❢♦r s❡✈❡r❛❧ s❡ts ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡t ♦❢ ✜❣✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
♦♥ t❤❡ ✇❡❜ ❛t ❤tt♣✿✴✴❣r❛❛❧✳❡♥s✲❧②♦♥✳❢r✴⑦✈s♦♥✐❣♦✴❝♦❞❡✴q✉❡r②✲str❡❛♠✐♥❣✴❢✐❣✉r❡s✴✳
❍✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ✲ s♠❛❧❧ ♦❜❥❡❝t s✐③❡s ■♥ t❤❡ ✜rst s❡t ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❤✐❣❤ ✭✶✴✷s✮ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t s✐③❡s s♠❛❧❧ ✭✺✲✸✵▼❇✮✳
❋✐❣✉r❡s ✽✳✷✭❛✮ ❛♥❞ ✽✳✷✭❜✮ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦st ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s N ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ✈❛r✐❡s✱ ✇✐t❤ ❛
✜①❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r α✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❘❛♥❞♦♠ ♣❡r❢♦r♠s ♣♦♦r❧② ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝❤♦s❡♥
❢♦r ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛r♦✉♥❞ ✶✵✵ ♦♣❡r❛t♦rs ♦r ♠♦r❡ ❡①❝❡❡❞s ❛ ❝♦st ♦❢ ✩✹✵✵✱✵✵✵❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✭❛✮✮✱
❙✉❜tr❡❡✲❜♦tt♦♠✲✉♣ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❜❡st ❝♦sts✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✶✵✵ ♦♣❡r❛t♦rs ✐t ✜♥❞s
❛ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✩✽✱✼✹✺✳ ❆❧❧ ●r❡❡❞② ❤❡✉r✐st✐❝s ❡①❤✐❜✐t s✐♠✐❧❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ♣♦♦r❡r
✽✳✹✳ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❘❊❙❯▲❚❙ ✶✵✺
 50000
 100000
 150000
 200000
 250000
 300000
 350000
 20  40  60  80  100  120
co
st
number of nodes
Alpha 0.9 
Random
Comp-Greedy
Comm-Greedy
Subtree-bottom-up
Object-Grouping
Object-Availability
✭❛✮ α = 0.9✳
 50000
 100000
 150000
 200000
 250000
 300000
 350000
 20  40  60  80  100  120
co
st
number of nodes
Alpha 1.7 
Random
Comp-Greedy
Comm-Greedy
Subtree-bottom-up
Object-Grouping
Object-Availability
✭❜✮ α = 1.7✳
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✭❞✮ N = 60✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♦❜❥❡❝t s✐③❡s✳
t❤❛♥ ❙✉❜tr❡❡✲❜♦tt♦♠✲✉♣✳ P❡r❤❛♣s s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s t❤❛t ♣❛② s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❜❛s✐❝
♦❜❥❡❝ts✱ ❖❜❥❡❝t✲●r♦✉♣✐♥❣ ❛♥❞ ❖❜❥❡❝t✲❆✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✱ ♣❡r❢♦r♠ ♣♦♦r❧②✳ ❲✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ α ✭❝❢✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✭❜✮✮ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r tr❡❡ s✐③❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♠♦r❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳ ❋♦r tr❡❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✽✵
♦♣❡r❛t♦rs✱ ❛❧♠♦st ♥♦ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r
❤❡✉r✐st✐❝s r❡♠❛✐♥s ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡✱ ✇✐t❤ t✇♦ ♥♦t❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s✿ ❛✮ ❖❜❥❡❝t✲●r♦✉♣✐♥❣ st✐❧❧ ✜♥❞s
s♦♠❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ❢♦r ♦♣❡r❛t♦r tr❡❡s ✇✐t❤ ✉♣ t♦ ✶✷✵ ♦♣❡r❛t♦rs❀ ❜✮ ❈♦♠♣✲●r❡❡❞② ❛♥❞ ❖❜❥❡❝t✲●r❡❡❞②
♣❡r❢♦r♠ ♣❡r❢♦r♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❙✉❜tr❡❡✲❜♦tt♦♠✲✉♣ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦♣❡r❛t♦rs ✐♥❝r❡❛s❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✭❞✮ s❤♦✇s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇❤❡♥N ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r
α ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❯♣ t♦ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤❡ α ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✬ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❲❤❡♥ α r❡❛❝❤❡s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ ❡❛❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐♥❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ α ❡①❝❡❡❞s ❛
s❡❝♦♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦♣❡r❛t♦rs ❜♦t❤ t❤r❡s❤♦❧❞s ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r ♦r ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ♦♣❡r❛t♦r tr❡❡s ✇✐t❤
♦♥❧② ✷✵ ♥♦❞❡s✱ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✭❝✮✮✱ t❤❡ ✜rst t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❢♦r α❂1.7 ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛t α❂2.2
✭✈s✳ α❂1.6 ❛♥❞ α❂1.8 ❢♦r ♦♣❡r❛t♦r tr❡❡s ♦❢ s✐③❡ ✻✵✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✭❞✮✮✳ ❙✉❜tr❡❡✲❜♦tt♦♠✲
✉♣ ❜❡❤❛✈❡s ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ ❜❡st✱ ✇❤❡r❡❛s ❘❛♥❞♦♠ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♣♦♦r❡st✳ ❖❜❥❡❝t✲●r♦✉♣✐♥❣
❛♥❞ ❖❜❥❡❝t✲❆✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣✿ ❢♦r s♠❛❧❧ tr❡❡s ❖❜❥❡❝t✲●r♦✉♣✐♥❣
❜❡❤❛✈❡s ❜❡tt❡r✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r tr❡❡s ✐t ✐s ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❖❜❥❡❝t✲❆✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ●r❡❡❞②
✶✵✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ■◆✲◆❊❚❲❖❘❑ ❙❚❘❊❆▼ P❘❖❈❊❙❙■◆●
❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❙✉❜tr❡❡✲❜♦tt♦♠✲✉♣ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t s❡♥s✐t✐✈❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❲❤❡♥ α ✐s ❧❛r❣❡r✱
t❤❡② ❛t t✐♠❡s ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❙✉❜tr❡❡✲❜♦tt♦♠✲✉♣✳
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✭❞✮ N = 40✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❜✐❣ ♦❜❥❡❝t s✐③❡s
❍✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ✲ ❜✐❣ ♦❜❥❡❝t s✐③❡s ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡tt✐♥❣ ❜✉t ❧❛r❣❡ ♦❜❥❡❝t s✐③❡s
✭✹✺✵✲✺✸✵▼❇✮✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❡①❝❡♣t t❤❛t ♥♦ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛s s♦♦♥ ❛s
t❤❡ tr❡❡s ❡①❝❡❡❞ ✹✺ ♥♦❞❡s✱ ❈❢✳ ❋✐❣✉r❡s ✽✳✸ ✭❛✮✲✭❞✮✳ ❆s ❢♦r s♠❛❧❧ ♦❜❥❡❝t s✐③❡s✱ ✇❡ ♣❧♦t t✇♦
t②♣❡s ♦❢ ✜❣✉r❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✭❛✮ s❤♦✇s r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ✜①❡❞ α ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥❝r❡❛s❡s✳
❋♦r tr❡❡s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ✹✺ ♥♦❞❡s✱ ❛❧♠♦st ♥♦ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ ❜♦t❤ ❢♦r α s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ ✶ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✶✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❙✉❜tr❡❡✲❜♦tt♦♠✲✉♣ st✐❧❧ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❜❡st ❝♦sts✱ ❜✉t ❛t
t✐♠❡s ✐t ✐s ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❈♦♠♠✲●r❡❡❞②✳ ❙✉❜tr❡❡✲❜♦tt♦♠✲✉♣ ❡✈❡♥ ❢❛✐❧s ✐♥ t✇♦ ❝❛s❡s ✭t❤❡
s❡r✈❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t s✉❝❝❡❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡r ❤❡✉r✐st✐❝s ✜♥❞
❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ✭◆❂✹✶ ❛♥❞ ◆❂✹✷ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✭❛✮✮✳ ❚❤❡ ❙✉❜tr❡❡✲❜♦tt♦♠✲✉♣ r♦✉t✐♥❡ ❞♦❡s ❛❝❤✐❡✈❡
t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣✉r❝❤❛s❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡
s❡r✈❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝ ♦❢t❡♥ ❢❛✐❧s s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✲♣r♦❝❡ss♦r✲♠❛♣♣✐♥❣ ❢❛✐❧s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡r✈❡r
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ✭❖❢t❡♥ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ✶ ●❇ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞ s❡r✈❡r ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t✳✮
■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❈♦♠♠✲●r❡❡❞② ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❜❡st ❝♦sts ❛♠♦♥❣ t❤❡ ●r❡❡❞② ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ✇❤❡r❡❛s
❘❛♥❞♦♠✱ ❖❜❥❡❝t✲❆✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❖❜❥❡❝t✲●r♦✉♣✐♥❣ st✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♣♦♦r❡st✳ ❲❤❡♥ N ✐s ✜①❡❞✱
✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ❢♦r s♠❛❧❧ ♦❜❥❡❝t s✐③❡s✳ ❚❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ✭❙✉❜tr❡❡✲❜♦tt♦♠✲✉♣✱
✽✳✹✳ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❘❊❙❯▲❚❙ ✶✵✼
❚❛❜❧❡ ✽✳✷✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞ r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝♦st✱ ✐♥ ✩✱ ✇❤❡♥ ♦❜❥❡❝t s✐③❡s ❛r❡ s♠❛❧❧✳
s♠❛❧❧ ♦❜❥❡❝t s✐③❡s ❜✐❣ ♦❜❥❡❝t s✐③❡s
◆ ❈♦♠♠✲●r❡❡❞② ❖❜❥✲●r❡❡❞② ❙✉❜tr❡❡✲❜✲✉♣ ❈♦♠♠✲●r❡❡❞② ❖❜❥✲●r❡❡❞② ❙✉❜tr❡❡✲❜✲✉♣
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●r❡❡❞②✱ ♦❜❥❡❝t s❡♥s✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❘❛♥❞♦♠✮ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✽✳✸✭❝✮ ❛♥❞ ✽✳✸✭❞✮✮✳
❲❤❡♥ N = 20✱ ❈♦♠♣✲●r❡❡❞② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❖❜❥❡❝t✲●r❡❡❞② ❛♥❞ ❈♦♠♠✲●r❡❡❞② ✜♥❞s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥❧② ♦♥❝❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✭❝✮✮✳ ❖❜❥❡❝t✲❆✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❛❝❤✐❡✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ ❖❜❥❡❝t✲
●r♦✉♣✐♥❣✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❖❜❥❡❝t✲●r❡❡❞② ❞♦❡s ♥♦t ✜♥❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ N = 40✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ N = 40 ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✭❞✮✮✱ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❜✉t ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❖❜❥❡❝t✲
❆✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❖❜❥❡❝t✲●r♦✉♣✐♥❣ ❛r❡ s✇❛♣♣❡❞✳ ❆❧s♦✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❖❜❥❡❝t✲●r❡❡❞② ♥❡✈❡r s✉❝❝❡❡❞s
t♦ ✜♥❞ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ❈♦♠♠✲●r❡❡❞② ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡st r❡s✉❧ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ❖❜❥❡❝t✲●r❡❡❞② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ tr❡❡ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ ♦✉r r❡s✉❧ts ❞♦ ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t
❖❜❥❡❝t✲●r❡❡❞② ❢❛✐❧s ❢♦r ❛❧❧ tr❡❡s ♦❢ s✐③❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✷✵✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ❜②
t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♠❛♣♣✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡r✈❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳
❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ❧❡❛❞ ❡❛r❧✐❡r t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s
✇❤❡♥ α ✐♥❝r❡❛s❡s✳
▲♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ✲ s♠❛❧❧ ♦❜❥❡❝t s✐③❡s ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❢r❡✲
q✉❡♥❝✐❡s ✭fk = 1/50s✮ ❛r❡ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❧❡❛❞
t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♦♣❡r❛t♦r ♠❛♣♣✐♥❣✱ ❜✉t ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s t❤❡ ♣✉r❝❤❛s❡❞ ♣r♦❝❡ss♦rs ❤❛✈❡ ❧❡ss ♣♦✇❡r❢✉❧
♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞s✳ ✭❈❢✳ ❚❛❜❧❡ ✽✳✷✮✳
▲♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ✲ ❜✐❣ ♦❜❥❡❝t s✐③❡s ▲♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② s❧✐❣❤t❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ♦❢ t❤❡
❤❡✉r✐st✐❝s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ s❡r✈❡rs ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡
❧❡ss ❝♦♥❣❡st❡❞✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ s❡r✈❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ ♠♦r❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳
■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞♦✇♥❧♦❛❞ r❛t❡s ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ■♥ ❛♥♦t❤❡r s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞♦✇♥❧♦❛❞ r❛t❡s ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞ r❛t❡ ♦❢ ❛ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t
k ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ratek = fk × δk✳ ❆ ✜rst r❡s✉❧t ✐s t❤❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1/10s ❤❛✈❡
♥♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆❧❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ✜♥❞ t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♦♣❡r❛t♦r
tr❡❡✳❋♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ 1/2s ❛♥❞ 1/10s✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦st ❝❤❛♥❣❡s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ❝♦st
❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❜✉t ❢♦r N = 160 t❤❡ ❝♦st ❢♦r t❤❡ ❖❜❥❡❝t✲●r♦✉♣✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ r❛♥❦✐♥❣ r❡♠❛✐♥s✿ ❙✉❜tr❡❡✲❜♦tt♦♠✲✉♣✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ●r❡❡❞② ❢❛♠✐❧②✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②
t❤❡ ♦❜❥❡❝t s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥❡s✱ ❛♥❞ ❘❛♥❞♦♠✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ❖❜❥❡❝t✲❆✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❞❡❝r❡❛s❡
✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❛
❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ♦r❞❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②
♦♥ s❡r✈❡rs ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳
❲❡ ❛❧s♦ t❡st❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❡r✈❡rs✳
■♥✐t✐❛❧❧② ✇❡ r❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❡r✈❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❡✐t❤❡r ♥♦t
✶✵✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ■◆✲◆❊❚❲❖❘❑ ❙❚❘❊❆▼ P❘❖❈❊❙❙■◆●
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✭❛✮ α = 0.9✳
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✭❜✮ α = 1.1✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ▲P s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t✲
❢♦r♠s✳
r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ♦r r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ♦♥ ❛❧❧ s❡r✈❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥
t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t s❡r✈❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ♦♥ s❡r✈❡rs ♠❛② ♠❛tt❡r ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❡❡s ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❞♦✇♥❧♦❛❞
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❜✉t t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s ❧✐tt❧❡ ♦r ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡
❤❡✉r✐st✐❝s✬ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s t♦ ❛ ■▲P s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠ ❚❤❡ ❧❛st s❡t
♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝s ✈❡rs✉s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ■▲P✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❈♣❧❡① ✶✶ s♦❧✈❡r t♦ s♦❧✈❡ ♦✉r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ■▲P ✐s s♦ ❡♥♦r♠♦✉s t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ✺ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs
❛♥❞ ✉s✐♥❣ tr❡❡s ✇✐t❤ ✸✵ ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❡ ■▲P ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✜❧❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♦♣❡♥❡❞ ✐♥ ❈♣❧❡①✳ ❋♦r
tr❡❡s ✇✐t❤ ✷✵ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❈♣❧❡① r❡t✉r♥s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s ✐♥ ❜✉②✐♥❣
❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥❧② ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s❡tt✐♥❣✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❝❡ss♦r t②♣❡✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❝❛♥ s❦✐♣ t❤❡ ❞♦✇♥❣r❛❞✐♥❣ st❡♣ ❛❢t❡r t❤❡ s❡r✈❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❇♦t❤ ❢♦r α ✈❛❧✉❡s
❧♦✇❡r ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✶✱ ❙✉❜tr❡❡✲❜♦tt♦♠✲✉♣ ✜♥❞s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡s ✽✳✹✭❛✮ ❛♥❞ ✽✳✹✭❜✮✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❤♦❧❞s ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s❡tt✐♥❣✿
❙✉❜tr❡❡✲❜♦tt♦♠ ✉♣✱ t❤❡ ●r❡❡❞② ❢❛♠✐❧②✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❖❜❥❡❝t✲●r♦✉♣✐♥❣✱ ❖❜❥❡❝t✲❆✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
✜♥❛❧❧② ❘❛♥❞♦♠✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ●r❡❡❞② ❢❛♠✐❧②✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s ❈♦♠♠✲●r❡❡❞②
❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❜❡st ❝♦st✳
❙✉♠♠❛r② ♦❢ r❡s✉❧ts
❘❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❛❧❧ ♦✉r ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝s ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ r❛♥✲
❞♦♠ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t s❡♥s✐t✐✈❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ❖❜❥❡❝t✲●r♦✉♣✐♥❣ ❛♥❞ ❖❜❥❡❝t✲
❆✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✱ ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❡s❡
❤❡✉r✐st✐❝s ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ♦✉r s❡t ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❙✉❜tr❡❡✲❜♦tt♦♠✲✉♣ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ♦t❤❡r ❤❡✉r✐st✐❝s ✐♥
♠♦st s✐t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝❡s r❡s✉❧ts ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✭❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡
✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❝❛s❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❙✉❜tr❡❡✲❜♦tt♦♠✲✉♣ ❢❛✐❧s✳
■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s ♦✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✉s❡ ♦♥❡ ♦❢ ♦✉r ●r❡❡❞② ❤❡✉r✐st✐❝s✳
❈❤❛♣t❡r ✾
▼✉❧t✐♣❧❡ ❈♦♥❝✉rr❡♥t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ✐♥✲♥❡t✇♦r❦ str❡❛♠✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢♦r
♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ s♦♠❡ ✜♥❛❧ ❞❛t❛ ❛t s♦♠❡ ❞❡s✐r❡❞
r❛t❡✳ ❆s t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t♦r tr❡❡s ♠❛② s❤❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ s✉❜tr❡❡s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡✉s❡ s♦♠❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❡❡s✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❛r❣❡t ♣❧❛t❢♦r♠s t❤❛t ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❢✉❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ♦r ✇✐t❤ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✲
✇♦r❦ ❜✉t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s s❡r✈❡rs✱ ♦r ❢✉❧❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❖✉r s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ t✇♦❢♦❧❞✿
✭✐✮ ✇❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ ♦♣❡r❛t♦r ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥✲♥❡t✇♦r❦ str❡❛♠✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ❣✐✈❡ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡①✐t②❀ ✭✐✐✮ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s
❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡♠ ✈✐❛ ❡①t❡♥s✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡s❡
❤❡✉r✐st✐❝s ✐s t♦ r❡✉s❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧ts s❤❛r❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖✉r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
♣r♦❝❡ss♦rs ❢♦r ♦♣❡r❛t♦r ♠❛♣♣✐♥❣✳
✾✳✶ ❋r❛♠❡✇♦r❦
❲❡ st✉❞② ♦♣❡r❛t♦r ♠❛♣♣✐♥❣ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❡❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❝♦♥❝✉r✲
r❡♥t❧②✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡ ✉s❡ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛♥❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s
✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜❛s✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✿ ❋✐rst✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❞❡❛❧s ♥♦✇
✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐♥ t❤❡
♣❧❛t❢♦r♠ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ s❡r✈❡rs ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥②♠♦r❡✳ ❇❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts
❛r❡ s✐t✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐sts✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ✇❡ ✉s❡ ❢♦r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❙♦ ✐t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥✱ t❤❛t ♣r♦❝❡ss♦rs ❛❧r❡❛❞② ♦✇♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t t❤❡ ♠❛♣♣❡❞
♦♣❡r❛t♦rs ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡✐r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❧❛t❡r ♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r✱ ✇❡ r❡st❛t❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳
✾✳✶✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r K ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ♥❡❡❞✐♥❣ t♦ ♣❡r❢♦r♠ s❡✈❡r❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❛ ❜✐♥❛r②
tr❡❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✮✳ ❖♣❡r❛t♦rs ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t OP = {op1, op2, . . .}✱ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡
✐♥✐t✐❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❢r♦♠ t❤❡ s❡t OB = {ob1, ob2, . . .}✳ ❚❤❡s❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡
♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✉♣❞❛t❡❞ ❛t ❣✐✈❡♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♥❡t✇♦r❦✳ ❖♣❡r❛t♦rs
❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ tr❡❡ r❡❧② ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ t❤❡② ♠❛② ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡
t♦ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②✳
✶✵✾
✶✶✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✾✳ ▼❯▲❚■P▲❊ ❈❖◆❈❯❘❘❊◆❚ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙
op3
op2
op1
ob1 ob2
ob1
ob3
op5
op2
op1
op4
op1
ob1
ob1 ob2 ob1 ob2
❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✿ ❙❛♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❜✐♥❛r② tr❡❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs✳
❋♦r ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r opp ✇❡ ❞❡✜♥❡ objects(p) ❛s t❤❡ ✐♥❞❡① s❡t ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ OB t❤❛t ❛r❡
♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ opp✱ ✐❢ ❛♥②❀ ❛♥❞ operators(p) ❛s t❤❡ ✐♥❞❡① s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ OP
✇❤♦s❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ opp✱ ✐❢ ❛♥②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
t❤❛t |objects(p)|+ |operators(p)| ≤ 2 s✐♥❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❡❡s ❛r❡ ❜✐♥❛r②✳ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❢✉❧❧②
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛t t❤❡ r♦♦t ♦❢ ✐ts tr❡❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❋✐❣✳ ✾✳✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡
♦♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r♦♦t❡❞ ♦♥ op3✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r♦♦t❡❞ ♦♥ op5✳ ❖♣❡r❛t♦r op1 ♥❡❡❞s t♦
❞♦✇♥❧♦❛❞ ♦❜❥❡❝ts ob1 ❛♥❞ ob2✱ ✇❤✐❧❡ ♦♣❡r❛t♦r op2 ❞♦✇♥❧♦❛❞s ♦♥❧② ♦❜❥❡❝t ob1 ❜✉t ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡s
❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ♦♣❡r❛t♦r op1✳
❚❤❡ tr❡❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ i✲t❤ ✐♥t❡r♥❛❧
♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s n
(k)
i ✱ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s op(n
(k)
i )✱
❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ob(n
(k)
i )✳
• ◆♦❞❡ n
(k)
1 ✐s t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✳
• ▲❡t opp = op(n
(k)
i ) ❜❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♥♦❞❡ n
(k)
i ✳ ❚❤❡♥ ♥♦❞❡ n
(k)
i ❤❛s |operators(p)|
❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s n
(k)
2i , n
(k)
2i+1 ✐❢ t❤❡② ❡①✐st✳
• ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ n
(k)
i ✱ ❢♦r i > 1✱ ✐s t❤❡ ♥♦❞❡ ♦❢ ✐♥❞❡① ⌊i/2⌋ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ tr❡❡✳
❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡② ♣r♦❞✉❝❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ r❡s✉❧t
✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦♣❡r❛t♦r tr❡❡ ♦♥❝❡✱ ❛t ❛ t❛r❣❡t r❛t❡✳ ❊❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❤❛s ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♣✉t✱ ρ(k)✱ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❛r❣❡t t❤r♦✉❣❤♣✉t ✐s ❛ ◗♦❙
r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ♦❢ t❤❡ k✲t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✉st ❝♦♠♣✉t❡
✭✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✮ r❡s✉❧ts ❛t ❛ r❛t❡ ❛t ❧❡❛st ❛s ❤✐❣❤ ❛s t❤❡ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♣✉t ρ(k)✳ ❲❡
❦❡❡♣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t t❤❛t ♦♣❡r❛t♦r opp ❡①❡❝✉t❡s t✇♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t t❤r❡❛❞s ✐♥ st❡❛❞②✲st❛t❡✿
• ■t ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❞♦✇♥❧♦❛❞s t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ objects(p)✱ ✐❢ ❛♥②✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞s ♠❛② s✐♠♣❧② ❛♠♦✉♥t t♦ ❝♦♥st❛♥t str❡❛♠✐♥❣ ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ s♦✉r❝❡s
t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ ❞❛t❛ str❡❛♠s✳ ❊❛❝❤ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❤❛s ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❝♦st ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ◗♦❙ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✭❡✳❣✳✱ s♦ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣
s✉✣❝✐❡♥t❧② ✉♣✲t♦✲❞❛t❡ ❞❛t❛✮✳ ❆ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t obj ❤❛s ❛ s✐③❡ δj ✭✐♥ ❜②t❡s✮ ❛♥❞ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs t❤❛t ✉s❡ ✐t ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② f
(k)
j ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✾✳✶✳ ❋❘❆▼❊❲❖❘❑ ✶✶✶
t❤❡s❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t ❞♦✇♥❧♦❛❞s ❝♦♥s✉♠❡ ❛♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❡q✉❛❧ t♦ rate
(k)
j = δj×f
(k)
j
♦♥ ❡❛❝❤ ♥❡t✇♦r❦ ❧✐♥❦ ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ♦❜❥❡❝t ✐s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡❞ ❢♦r ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ k✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r r❡q✉✐r❡s ♦❜❥❡❝t obj ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ✉♣❞❛t❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✐t ❞♦✇♥❧♦❛❞s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦♥❧② ♦♥❝❡ ❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡q✉✐r❡❞
❢r❡q✉❡♥❝② ratej = maxk{rate
(k)
j }✳
• ■t r❡❝❡✐✈❡s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② operators(p)✱ ✐❢ ❛♥②✱ ❛♥❞ ✐t ♣❡r❢♦r♠s s♦♠❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ✐t ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞♦✇♥❧♦❛❞✐♥❣✱ ❛♥❞✴♦r ❞❛t❛ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠
♦t❤❡r ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♣r♦❞✉❝❡s s♦♠❡ ♦✉t♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✐t❤❡r ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ s❡♥t t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦♣❡r❛t♦r✱ ♦r t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭r♦♦t ♦♣❡r❛t♦r✮✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦r opp ✭t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥❝❡✮ r❡q✉✐r❡s ✇p ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱
❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ♦✉t♣✉t ♦❢ s✐③❡ δp✳
✾✳✶✳✷ P❧❛t❢♦r♠ ▼♦❞❡❧
❚❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✭✐✳❡✳✱ ❛ ❝❧✐q✉❡✮ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢
♣r♦❝❡ss♦rs P✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❡❡ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠
s♦♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❙♦♠❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛❧s♦ ❤♦❧❞ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts✳ ❊❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r Pu ∈ P
✐s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✈✐❛ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ Bpu✳ ❚❤❡
♥❡t✇♦r❦ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♣r♦❝❡ss♦rs Pu ❛♥❞ Pv ✐s ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❤❛s ❜❛♥❞✇✐❞t❤
bpu,v(= bpv,u) s❤❛r❡❞ ❜② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r Pu ∈ P
✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣✉t❡ s♣❡❡❞ su✳ ❆s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✱ r❡s♦✉r❝❡s ♦♣❡r❛t❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢✉❧❧✲
♦✈❡r❧❛♣✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠✉❧t✐✲♣♦rt ♠♦❞❡❧ ❬✸✺❪✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ♦♥❧②
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❜✉t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♠♣❧② ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡✐r
❝♦♠♣✉t❡ s♣❡❡❞ t♦ 0✳
✾✳✶✳✸ ▼❛♣♣✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ ❈♦♥str❛✐♥ts
❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠❛♣ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❡❡s ♦♥t♦ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✳✶✱ ✐❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♥♦❞❡ r❡q✉✐r❡s ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✐♥ ❝❤❛r❣❡
♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ ♠✉st ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞♦✇♥❧♦❛❞ ✉♣✲t♦✲❞❛t❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✉♠❡s
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦♥ ✐ts ♣r♦❝❡ss♦r✬s ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞✳ ❊❛❝❤ ✉s❡❞ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧
♥♦❞❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿
■❢ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♥♦❞❡ ♦♥ ♣r♦❝❡ss♦r Pu✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❝♦♠♣✉t❡s ❢♦r t❤❡ t✲t❤ ✜♥❛❧
r❡s✉❧t ✐t s❡♥❞s t♦ ✐ts ♣❛r❡♥t ✭✐❢ ❛♥②✮ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ (t−1)✲
t❤ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ❛♥❞ ❛❧s♦ r❡❝❡✐✈❡s ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ✭✐❢ ❛♥②✮ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ (t+ 1)✲t❤ ✜♥❛❧
r❡s✉❧t✳
◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡
s❛♠❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❤❛♣♣❡♥s✱ ❜✉t ♣♦ss✐❜❧② ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧t ✐♥st❛♥❝❡s ✭❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ t1✲t❤ r❡s✉❧t ✇❤✐❧❡ ❛♥♦t❤❡r ✐s ❜❡✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ t2✲t❤✮✳ ❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ s❡✈❡r❛❧ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ♦♥❧② ♦♥❝❡ ❢♦r t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r✱ ❜✉t ✐t s❤♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st r❡q✉✐r❡❞
r❛t❡ ❛♠♦♥❣ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❉✐tt♦ ✐♥ t❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡❞
❛t ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❛♠♦♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❛t❛ s♦✉r❝❡s ✇❤❡♥
❞♦✇♥❧♦❛❞✐♥❣ ❛ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t✱ ♦r ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❧♦❝❛❧ ❛❝❝❡ss ✐❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧❧②✳
✶✶✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✾✳ ▼❯▲❚■P▲❊ ❈❖◆❈❯❘❘❊◆❚ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙
❲❡ ✉s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✱ a✱ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡
♥♦❞❡s ♦♥t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥ P✿ a(k, i) = u ✐❢ ♥♦❞❡ n
(k)
i ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss♦r Pu✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱
a¯(u) ✐s t❤❡ ✐♥❞❡① s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ Pu✿ a¯(u) = {(k, i) | a(k, i) = u}✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②
aop(u) t❤❡ ✐♥❞❡① s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ Pu✿ aop(u) = {p | ∃(k, i) ∈ a¯(u) opp = op(n
(k)
i )}✳
❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s✿
• Ch(u) = {(p, v, k)} ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✭♦♣❡r❛t♦r✱ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ t✉♣❧❡s s✉❝❤ t❤❛t ♣r♦❝❡s✲
s♦r Pu ♥❡❡❞s t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♦♣❡r❛t♦r opp✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛♣♣❡❞
t♦ ♣r♦❝❡ss♦r Pv✱ ❛t r❛t❡ ρ
(k)❀ ♦♣❡r❛t♦rs opp ❛r❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ aop(u) ✐♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r tr❡❡✳
• Par(u) = {(p, v, k)} ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✭♦♣❡r❛t♦r✱ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ t✉♣❧❡s s✉❝❤ t❤❛t Pu
♥❡❡❞s t♦ s❡♥❞ t♦ Pv ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♦♣❡r❛t♦r opp ❛t r❛t❡ ρ
(k)❀ p ∈ aop(u)
❛♥❞ t❤❡ s❡♥❞✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❡♥ts ♦❢ opp ✐♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r tr❡❡✳
• DL(u) = {(j, v, k)} ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✭♦❜❥❡❝t✱ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ t✉♣❧❡s ✇❤❡r❡ Pu ❞♦✇♥❧♦❛❞s
♦❜❥❡❝t obj ❢r♦♠ ♣r♦❝❡ss♦r Pv ❛t r❛t❡ ρ
(k)✳
❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Ch(u) ❛♥❞ Par(u) ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ t✉♣❧❡s✱
ACh(u) ❛♥❞ APar(u)✱ ✉s❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ❜✉t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿
ACh(u) =
{
(p, v, k) | ∃i, p′ p ∈ aop(v); p
′ ∈ aop(u); p ∈ operators(p
′); opp = op(n
(k)
i ); opp′ = op(n
(k)
⌊i/2⌋
}
APar(u) =
{
(p, v, k) | ∃i, p′ p ∈ aop(v); p
′ ∈ aop(u); p ∈ operators(p
′); opp = op(n
(k)
i ); opp′ = op(n
(k)
⌊i/2⌋
}
❚❤❡♥ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤r♦✉❣❤♣✉t ❢♦r r❡❞✉♥❞❛♥t ❡♥tr✐❡s✱ ✇❤❡r❡
argmax r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡s ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✿
kchosen(p, v,X) = argmax
k∈K
{
ρ(k) | ∃(p, v, k) ∈ X
}
❋✐♥❛❧❧②✱ X(u) = {(p, v, kchosen(p, v,AX)) | opp ∈ OP, Pv ∈ P}. X st❛♥❞s ❢♦r Ch ♦r Par✱ ❛♥❞
✇❡ ❤❛✈❡ t❤✉s t❤✉s ❢✉❧❧② ❞❡✜♥❡❞ Ch(u) ❛♥❞ Par(u)✳
●✐✈❡♥ t❤❡s❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❡①♣r❡ss ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♣✉t✿ ❡❛❝❤
♣r♦❝❡ss♦r ♠✉st ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❢❛st ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢
❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ✐t✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳
◆♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡ ❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡q✉✐r❡❞ t❤r♦✉❣❤♣✉t✳
∀Pu ∈ P
∑
p∈aop(u)
(
max
(k,i)∈a¯(u) | op(n
(k)
i )=opp
(
ρ(k)
) ✇p
su
)
≤ 1 . ✭✾✳✶✮
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❛ ❝❤✐❧❞ ♦r t❤❡ ♣❛r❡♥t ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤✐s ♥♦❞❡ ❛r❡
♠❛♣♣❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■♥ ♦t❤❡r t❡r♠s✱ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t ✐♥tr❛✲♣r♦❝❡ss♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆♥
♦♣❡r❛t♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❛② s❡♥❞✴r❡❝❡✐✈❡ r❡s✉❧ts t♦✴❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡s✲
s♦rs✳ ■❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t✴❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ t❤❡
s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ♦♥❧② ♦♥❝❡✱ ❛t t❤❡ ♠♦st ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤♣✉t✳ ❚❤✐s
t❤r♦✉❣❤♣✉t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ Pu ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡✱ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛
Ch(u) ❛♥❞ Par(u)✳ ■♥ t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s v 6= u s✐♥❝❡ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t ✐♥tr❛✲♣r♦❝❡ss♦r✲❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳
Pu ♠✉st ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧ ✐ts ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t ❞♦✇♥❧♦❛❞s✱ t♦
s✉♣♣♦rt ❞♦✇♥❧♦❛❞s ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ✐t ♠❛② ❤♦❧❞✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
✾✳✷✳ ❈❖▼P▲❊❳■❚❨ ✶✶✸
✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❛❧❧ ❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ r❛t❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✾✳✷✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t ❞♦✇♥❧♦❛❞s❀ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ♦❢ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts
❢r♦♠ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss♦rs❀ t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✐♥t❡r✲♥♦❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ✐s
❛ss✐❣♥❡❞ t♦ Pu ❛♥❞ ✐ts ♣❛r❡♥t ♥♦❞❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss♦r❀ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ✐♥t❡r✲♥♦❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ Pu ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ♥♦❞❡s ❛r❡
❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss♦r✳
∀Pu ∈ P
∑
(j,v,k)∈DL(u)
rate
(k)
j +
∑
Pv∈P
∑
(j,u,k)∈DL(v)
rate
(k)
j +
∑
(p,v,k)∈Ch(u)
δpρ
(k)+
∑
(p,v,k)∈Par(u)
δpρ
(k) ≤ Bpu
✭✾✳✷✮
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss♦r Pu ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss♦r Pv
♠✉st ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ s✉♣♣♦rt ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s
♠❛♣♣❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❞♦✇♥❧♦❛❞s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❊q✳ ✾✳✸
✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❊q✳ ✾✳✷✱ ❜✉t ✐t ❝♦♥s✐❞❡rs t✇♦ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❝❡ss♦rs✿
∀Pu, Pv ∈ P
∑
(j,v,k)∈DL(u)
rate
(k)
j +
∑
(j,u,k)∈DL(v)
rate
(k)
j +
∑
(p,v,k)∈Ch(u)
δpρ
(k) +
∑
(p,v,k)∈Par(u)
δpρ
(k) ≤ bpu,v
✭✾✳✸✮
✾✳✶✳✹ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s
❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✲♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ t❤r♦✉❣❤♣✉t
♣❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙❡✈❡r❛❧ r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡
❡♥✈✐s✐♦♥❡❞✳
Pr♦❝✲◆❜ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ❡♥r♦❧❧❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭♣r♦❝❡ss♦rs t❤❛t ❛r❡
❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦❞❡✮❀
Pr♦❝✲P♦✇❡r ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞✴♦r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ♣r♦❝❡s✲
s♦rs ❡♥r♦❧❧❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛✮❀
❇❲✲❙✉♠ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥❀
❇❲✲▼❛① ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✉s❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ❧✐♥❦s ✭♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ♦t❤❡r ✉s❡rs✮✳
❉✐✛❡r❡♥t ♣❧❛t❢♦r♠ t②♣❡s ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ❢✉❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✭su = s✱ Bpu = Bp ❛♥❞
bpu,v = bp✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ t❡r♠ ❍♦♠✳ ❚❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥❡t✇♦r❦ ❧✐♥❦s ❝❛♥ ❤❛✈❡
✈❛r✐♦✉s ❜❛♥❞✇✐❞t❤s ✐s t❡r♠❡❞ ❍❡t✳
❊❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ♣❧❛t❢♦r♠s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥✈✐s✐♦♥❡❞✱ ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t Pr♦❝✲
P♦✇❡r ♦♥ ❛ ❍♦♠ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ Pr♦❝✲◆❜✳ Pr♦❝✲◆❜ ♠❛❦❡s ♠♦r❡ s❡♥s❡ ✐♥
t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ Pr♦❝✲P♦✇❡r ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❍❡t ♣❧❛t❢♦r♠s ♦♥❧②✳ ❇♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ♣❧❛t❢♦r♠s ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❇❲✲❙✉♠ ❛♥❞ ❇❲✲▼❛① ♣r♦❜❧❡♠s✳
✾✳✷ ❈♦♠♣❧❡①✐t②
Pr♦❜❧❡♠ Pr♦❝✲◆❜ ✐s ◆P✲❤❛r❞ ✐♥ t❤❡ str♦♥❣ s❡♥s❡✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡✿ ❛ ❍♦♠
♣❧❛t❢♦r♠ ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭|K| = 1✮✱ t❤❛t ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❛ ❧❡❢t✲❞❡❡♣ tr❡❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧
✶✶✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✾✳ ▼❯▲❚■P▲❊ ❈❖◆❈❯❘❘❊◆❚ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙
♦♣❡r❛t♦rs t❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ r❡s✉❧ts ♦❢ s✐③❡ ✵✱ ❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤
❛❧❧ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ st❛t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽ ❢♦r
❧❡❢t✲❞❡❡♣✲tr❡❡s ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ ✸✲♣❛rt✐t✐♦♥ ✭s❡❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✽✳✶✮✳ ■t
t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♦❢ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❢♦r Pr♦❝✲P♦✇❡r ♦♥ ❛ ❍♦♠ ♣❧❛t❢♦r♠✳
❚❤❡ ❇❲✲▼❛① ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ◆P✲❤❛r❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❛t❡s ♦♥ t✇♦
♣r♦❝❡ss♦rs ✐s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✷✲P❛rt✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ◆P✲❤❛r❞ ❬✸✷❪✳ ❍❡r❡ ✐s ❛
s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♣r♦♦❢✱ ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r
❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♦♣❡r❛t♦rs ♣r♦❞✉❝❡ ③❡r♦✲s✐③❡ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t ✐s
✉s❡❞ ♦♥❧② ❜② ♦♥❡ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❤♦❧❞✐♥❣ ❛❧❧ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts
❜✉t ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥② ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ t✇♦ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛❧❧ t❤❡
♦♣❡r❛t♦rs✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❧✐♥❦s✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡
❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡♥ t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t✇♦ s✉❜s❡ts
s♦ t❤❛t t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ♥❡t✇♦r❦ ❧✐♥❦s ✐♥ ✉s❡ ✐s ❛s ❡q✉❛❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s
✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ✷✲P❛rt✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❡ ❇❲✲❙✉♠ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ◆P✲❤❛r❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ❑♥❛♣s❛❝❦ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤
✐s ◆P✲❤❛r❞ ❬✸✷❪✳ ❍❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦♦❢ s❦❡t❝❤ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❛s ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ◆P✲❤❛r❞♥❡ss ♦❢ ❇❲✲▼❛① ❛❜♦✈❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ A
❛♥❞ B✱ ✇✐t❤ A ❤♦❧❞✐♥❣ ❛❧❧ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts✳ ◆♦t ❛❧❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ A ❛♥❞ ❛ s✉❜s❡t
♦❢ t❤❡♠ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ B✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
✐s t❤❡♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ A✳ ❚❤✐s s✉❜s❡t s❤♦✉❧❞
s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ A ✐s ♥♦t ❡①❝❡❡❞❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡t✳ ❚❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧②
t❤❡ ❑♥❛♣s❛❝❦ ♣r♦❜❧❡♠✳
❆❧❧ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✸ ❢♦r
t❤❡ ■▲P ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✭✉♥❧❡ss P❂◆P✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳
✾✳✸ ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✭■▲P✮ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦❝✲P♦✇❡r✲❍❡t✱
❇❲✲❙✉♠✲❍❡t ❛♥❞ ❇❲✲▼❛①✲❍❡t ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✭■▲P✮✳ ❚❤❡s❡
❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ♦♣❡r❛t♦r✲♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ▼♦r❡ r❡str✐❝t❡❞ ✈❡rs✐♦♥s✱ ❡✳❣✳✱
✇✐t❤ ❍♦♠ ♣❧❛t❢♦r♠s✱ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ■▲Ps✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ t♦ t❤❡
■▲P✱ ✐ts ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐ts ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✐ts ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
■♥ ❛❧❧ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ i ❛♥❞ i′ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❡s s♣❛♥♥✐♥❣ ♥♦❞❡s ✐♥ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❡❡❀
p ❛♥❞ p′ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❡s s♣❛♥♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ OP❀ j ✐s ❛♥ ✐♥❞❡① s♣❛♥♥✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ OB❀ u✱ u′✱ ❛♥❞
v ❛r❡ ✐♥❞✐❝❡s s♣❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥ P❀ k ✐s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❞❡① s♣❛♥♥✐♥❣ K✳
✾✳✸✳✶ ■♥♣✉t ❉❛t❛
P❛r❛♠❡t❡rs δi,✇i ❢♦r ♦♣❡r❛t♦rs✱ rate
(k)
j ❢♦r ♦❜❥❡❝t ❞♦✇♥❧♦❛❞ r❛t❡s✱ ❛♥❞ su, Bpu, bpu,v ❢♦r ♣r♦❝❡s✲
s♦rs ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❄❄✳ ρ(k) ✐s ❛ r❛t✐♦♥❛❧
♥✉♠❜❡r t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ◗♦❙ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡
❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❜♦♦❧❡❛♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ par✱ oper✱ ❛♥❞ object✱ t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ t♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
tr❡❡s❀ ❛♥❞ obj✱ t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ t♦ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♦♥ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❤❡r❡❛❢t❡r✿
✾✳✸✳ ▲■◆❊❆❘ P❘❖●❘❆▼▼■◆● ❋❖❘▼❯▲❆❚■❖◆ ✶✶✺
• par(k, i, i′) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ n
(k)
i ✐s t❤❡ ♣❛r❡♥t ♦❢ n
(k)
i′ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k✱
❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
• oper(k, i, p) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ op(n
(k)
i ) = p✱ ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
• object(k, i, j) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ ♥♦❞❡ n
(k)
i ♥❡❡❞s ♦❜❥❡❝t obj ✭✐✳❡✳✱ p ∈ objects(op(n
(k)
i ))✮✱ ❛♥❞ 0
♦t❤❡r✇✐s❡✳
• obj(u, j) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ ♣r♦❝❡ss♦r Pu ♦✇♥s ❛ ❝♦♣② ♦❢ ♦❜❥❡❝t obj ✱ ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
✾✳✸✳✷ ❱❛r✐❛❜❧❡s
• xk,i,u ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ ♥♦❞❡ n
(k)
i ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ Pu✱ ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
• dj,u,v,k ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ ♣r♦❝❡ss♦r Pu ❞♦✇♥❧♦❛❞s ♦❜❥❡❝t obj ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k ❢r♦♠
♣r♦❝❡ss♦r Pv✱ ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
• yk,i,u,i′,u′ ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ n
(k)
i ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ Pu✱ n
(k)
i′ ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ Pu′ ✱ ❛♥❞ n
(k)
i
✐s t❤❡ ♣❛r❡♥t ♦❢ n
(k)
i′ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❡❡✳
• usedu ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦❞❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss♦r Pu✱ ❛♥❞ 0
♦t❤❡r✇✐s❡✳
• xopk,p,u ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ opp ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss♦r Pu✱ ❛♥❞ 0
♦t❤❡r✇✐s❡✳
• yopk,p,u,p′,u′ ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ opp ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ ♣r♦❝❡ss♦r Pu✱ opp′
♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ ♣r♦❝❡ss♦r Pu′ ✱ ❛♥❞ opp ✐s ❛ ♣❛r❡♥t ♦❢ opp′ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k✱
❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
• Chu,p,v,k ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ (p, v, k) ∈ Ch(u)✱ ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
• Paru,p,v,k ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢ (p, v, k) ∈ Par(u)✱ ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
• rhou,p ✐s ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ opp ✐❢ ✐t ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ ♣r♦❝❡ss♦r
Pu✱ ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
• ratemaxj,u,v ✐s ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞ r❛t❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t obj ❜② ♣r♦❝❡ss♦r
Pu ❢r♦♠ ♣r♦❝❡ss♦r Pv✱ ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
✾✳✸✳✸ ❈♦♥str❛✐♥ts
❲❡ ✜rst ❣✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡s t♦ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐s ✈❛❧✐❞✱ ❛♥❞
t❤❛t ❡❛❝❤ r❡q✉✐r❡❞ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ✐s ❞♦♥❡ ❢r♦♠ ❛ s❡r✈❡r t❤❛t ❤♦❧❞s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♦❜❥❡❝t✳
• ∀k, i
∑
u
xk,i,u = 1✿ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r❀
• ∀j, u, v, k dj,u,v,k ≤ obj(v, j)✿ ♦❜❥❡❝t obj ❝❛♥ ❜❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠ ♣r♦❝❡ss♦r Pv ♦♥❧② ✐❢ Pv
❤♦❧❞s ✐t❀
✶✶✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✾✳ ▼❯▲❚■P▲❊ ❈❖◆❈❯❘❘❊◆❚ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙
• ∀i, j, u, k 1 ≥
∑
v
dj,u,v,k ≥ xk,i,u.object(k, i, j)✿ ♣r♦❝❡ss♦r Pu ♠✉st ❞♦✇♥❧♦❛❞ ♦❜❥❡❝t obj
❢r♦♠ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r Pv ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦❞❡ n
(k)
i ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ ♣r♦❝❡ss♦r Pu t❤❛t r❡q✉✐r❡s
obj ✳
❚❤❡ ♥❡①t t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛✐♠ ❛t ♣r♦♣❡r❧② ❞❡✜♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s y✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ yk,i,u,i′,u′ = par(k, i, i
′).xk,i,u.xk,i′,u′ ✱ ❜✉t t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✳
■♥st❡❛❞ ✇❡ ✇r✐t❡✱ ❢♦r ❛❧❧ k, i, u, i′, u′✿
• yk,i,u,i′,u′ ≤ par(k, i, i
′)❀ yk,i,u,i′,u′ ≤ xk,i,u❀ yk,i,u,i′,u′ ≤ xk,i′,u′ ✿ yk,i,u,i′,u′ ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ ❜❡ 0
✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✳
• yk,i,u,i′,u′ ≥ par(k, i, j).
(
xk,i,u + xk,i′,u′ − 1
)
✿ yk,i,u,i′,u′ ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ ❜❡ 1 ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ t❤r❡❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ tr✉❡ ✭♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ r✐❣❤t t❡r♠ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ 0✮✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❡♥s✉r❡ t❤❛t usedu ✐s ♣r♦♣❡r❧② ❞❡✜♥❡❞✿
• ∀u usedu ≤
∑
k,i
xk,i,u✿ ♣r♦❝❡ss♦r Pu ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ✐❢ ♥♦ ♥♦❞❡ ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ✐t❀
• ∀k, i, u usedu ≥ xk,i,u✿ ♣r♦❝❡ss♦r Pu ✐s ✉s❡❞ ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦❞❡ ni ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ✐t✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉r ❝♦♥str❛✐♥ts ❡♥s✉r❡ t❤❛t xopk,p,u ❛♥❞ yopk,p,u ❛r❡ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡✜♥❡❞✿
• ∀i, k, p, u xopk,p,u ≥ xk,i,u.oper(k, i, p)✿ xop ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ ❜❡ 1 ✐❢ ♦♣❡r❛t♦r opp ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
k ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ ♣r♦❝❡ss♦r Pu❀
• ∀k, p, u xopk,p,u ≤
∑
i
xk,i,u.oper(k, i, p)✿ xop ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ ❜❡ 0 ✐❢ ♦♣❡r❛t♦r opp ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
k ✐s ♥♦t ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ ♣r♦❝❡ss♦r Pu❀
• ∀k, p, p′, u, u′, i, i′ yopk,p,u,p′,u′ ≤ xopk,p,u❀ yopk,p,u,p′,u′ ≤ xopk,p′,u′ ❀ yopk,p,u,p′,u′ ≤ par(k, i, i
′)❀
yopk,p,u,p′,u′ ≤ oper(k, i, p)❀ yopk,p,u,p′,u′ ≤ oper(k, i
′, p′)✿ yopk,p,u,p′,u′ ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ ❜❡ 0 ✐❢
♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞❀
• ∀k, p, p′, u, u′, i, i′ yopk,p,u,p′,u′ ≥ par(k, i, i
′).oper(k, i, p).oper(k.i′, p′).(xopk,p,u+xopk,p′,u′−
1)✿ yopk,p,u,p′,u′ ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ ❜❡ 1 ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ ✜✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ tr✉❡✳
❚❤❡ ♥❡①t ❢♦✉r ❝♦♥str❛✐♥ts ❡♥s✉r❡ t❤❛t Chu,p,v,k ❛♥❞ Paru,p,v,k ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♣r♦♣❡r❧②✿
• ∀u, p, v, k Chu,p,v,k ≤
∑
p′
yopk,p′,u,p,v✿ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k✱ ✐❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ♦♣❡r❛t♦r
opp✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ Pv✱ ✐s ♥♦t ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ ♣r♦❝❡ss♦r Pu✱ Ch ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ ❜❡ 0❀
• ∀p′, u, p, v, k Chu,p,v,k ≥ yopk,p′,u,p,v✿ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k✱ ✐❢ ♦♣❡r❛t♦r opp ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k ✐s
♠❛♣♣❡❞ t♦ Pv ❛♥❞ ✐ts ♣❛r❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❡❡ ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ Pu✱ Ch ✐s ❢♦r❝❡❞
t♦ ❜❡ 1✳
• ∀u, p, v, k Paru,p,v,k ≤
∑
p′
yopk,p′,v,p,u✿ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k✱ ✐❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ♦♣❡r❛t♦r
opp✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ Pu✱ ✐s ♥♦t ♠❛♣♣❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss♦r Pv✱ Par ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ ❜❡ 0❀
• ∀p′, u, p, v, k Paru,p,v,k ≥ yopk,p′,v,p,u✿ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k✱ ✐❢ ♦♣❡r❛t♦r opp ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ Pu
❛♥❞ ✐ts ♣❛r❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❡❡ ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ Pv✱ Par ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ ❜❡ 1✳
✾✳✸✳ ▲■◆❊❆❘ P❘❖●❘❆▼▼■◆● ❋❖❘▼❯▲❆❚■❖◆ ✶✶✼
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ◗♦❙ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱
ρ(k)✱ ✐s ♠❡t✿
• ∀k, u, p rhou,p ≥ xopk,p,u.ρ
(k)✿ t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r Pu✱ t♦ ✇❤✐❝❤ ♦♣❡r❛t♦r opp ♦❢
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k ✐s ♠❛♣♣❡❞✱ ❤❛s t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ◗♦❙ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k❀
• ∀k, p, u, v ratemaxp,u,v ≥ dp,u,v,k.rate
(k)
p ✿ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ r❛t❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦r opp ♦♥ ♣r♦❝❡ss♦r Pu
❤❛s t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ◗♦❙ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k❀
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ♥♦t ❡①❝❡❡❞❡❞
✇❤✐❧❡ ♠❡❡t✐♥❣ ◗♦❙ t❤r♦✉❣❤♣✉t r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✿
• ∀u
∑
p
rhou,p
✇p
su
≤ 1✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t
❡①❝❡❡❞❡❞✿
• ❇❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞s✿
∀u
∑
p,v,k
Chu,p,v,k.rhou,p.δp +
∑
p,v,k
Paru,p,v,k.rhou,p.δp+
∑
j,v,k
dj,u,v,k.ratemaxj,u,v +
∑
j,v,k
dj,v,u,k.ratemaxj,v,u ≤ Bpu
✭✾✳✹✮
• ❇❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss♦rs✿
∀u, v
∑
p,k
Chu,p,v,k.rhou,p.δp +
∑
p,k
Paru,p,v,k.rhou,p.δp+
∑
j,k
dj,u,v,k.ratemaxj,u,v +
∑
j,k
dj,v,u,k.ratemaxj,v,u ≤ bpu,v
✭✾✳✺✮
✾✳✸✳✹ ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❋✉♥❝t✐♦♥
❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤
♣r♦❜❧❡♠✿
Pr♦❝✲P♦✇❡r✲❍❡t✿
min
(∑
u,p
rhou,p
✇p
su
)
. ✭✾✳✻✮
❇❲✲❙✉♠✲❍❡t✿
min
∑
u,v,p,k
Chu,p,v,k.rhou,p.δp +
∑
u,v,p,k
Paru,p,v,k.rhou,p.δp+
∑
u,v,j,k
dj,u,v,k.ratemaxj,u,v +
∑
u,v,j,k
dj,v,u,k.ratemaxj,v,u .
✭✾✳✼✮
❇❲✲▼❛①✲❍❡t✿ ❋♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ bwmax✱ ❛♥❞ |P|2 ❝♦♥str❛✐♥ts✿
∀u, v
∑
p,k
Chu,p,v,k.rhou,p.δp +
∑
p,k
Paru,p,v,k.rhou,p.δp+
∑
j,k
dj,u,v,k.ratemaxj,u,v +
∑
j,k
dj,v,u,k.ratemaxj,v,u ≤ bwmax
✭✾✳✽✮
❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❜❡❝♦♠❡s✿ min (bwmax)✳
✶✶✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✾✳ ▼❯▲❚■P▲❊ ❈❖◆❈❯❘❘❊◆❚ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙
✾✳✹ ❍❡✉r✐st✐❝s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ s❡✈❡r❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s✶ ❢♦r t❤❡ Pr♦❝✲P♦✇❡r ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ❡♥r♦❧❧❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚✇♦ ❤❡✉r✐st✐❝s ✉s❡
❛ r❛♥❞♦♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣r♦❝❡ss ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥♦❞❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ tr❡❡ tr❛✈❡rs❛❧s✳ ❆s
❢♦r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡s♦✉r❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥♦❞❡✱ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss♦r s❡❧❡❝t✐♦♥
str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✭❛♥❞ s❤❛r❡❞ ❜② ❛❧❧ ❤❡✉r✐st✐❝s✮✳ ❚✇♦ s❡❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣
❛♥❞ t✇♦ ❛r❡ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣✳ ❇❧♦❝❦✐♥❣ ♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥❝❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♦♣❡r❛t♦r op1✱ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r
❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡✉s❡❞ ❧❛t❡r ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ♦♣❡r❛t♦r op2✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❞❞ r❡❧❛t✐✈❡s ✭✐✳❡✳✱
❢❛t❤❡r ♦r ❝❤✐❧❞r❡♥✮ ♦❢ op1 t♦ t❤✐s ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✐♠♣♦s❡ ♥♦
s✉❝❤ r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♣r♦❝❡ss♦r s❡❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥
✇❡ ♠♦✈❡ t♦ ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❡❛❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝✳
Pr♦❝❡ss♦r ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❙tr❛t❡❣✐❡s
✭✶✮ ❋❛st❡st ♣r♦❝❡ss♦r ✜rst ✭❜❧♦❝❦✐♥❣✮ ✕ ❊✈❡r② t✐♠❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❤♦s❡ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r✱ t❤❡ ❢❛st❡st
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✭♥♦t ❛❧r❡❛❞② ❝❤♦s❡♥✮ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ❝❤♦s❡♥✳
✭✷✮ ❇✐❣❣❡st ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞ ✜rst ✭❜❧♦❝❦✐♥❣✮ ✕ ❊✈❡r② t✐♠❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❤♦s❡ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r✱ t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞ ✐s ❝❤♦s❡♥✳
✭✸✮ ❋❛st❡st r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦r ✭♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣✮ ✕ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s s✉❜✲
tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♣♦✇❡r ✐s ❝❤♦s❡♥✳
✭✹✮ ❇✐❣❣❡st r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞ ✭♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣✮ ✕ ■♥ t❤✐s str❛t❡❣② t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✭❛❧r❡❛❞②
❛ss✐❣♥❡❞✮ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ✐s s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
♣r♦❝❡ss♦r ✇❤♦s❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s t❤❡ ❜✐❣❣❡st✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ❝❤♦s❡♥✳
❙✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ◆♦❞❡ ❘❡✉s❡
❖✉r ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ❡①❝❡♣t ❘❛♥❞♦♠◆♦❘❡✉s❡ ✭❍✶✮✱ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ♥♦❞❡ r❡✉s❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡
tr② t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❛② ❤❛✈❡ ❝♦♠♠♦♥ s✉❜tr❡❡s✱ ✐✳❡✳✱ s✉❜tr❡❡s
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ r❡❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r s✉❝❤ ❛ s✉❜tr❡❡✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t
r❡✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ tr② t♦ ❛❞❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✾✳✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❧❡❢t op1 ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ 1 s❡♥❞s ✐ts r❡s✉❧t ♥♦t ♦♥❧② t♦
t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s op2✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s op4✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r op1
♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ 1 ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✇❡ s❛✈❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜tr❡❡ r♦♦t❡❞ ❜② op2 ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ 2 ✇❤❡♥ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ op2 ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ 1 ❛♥❞ op3 ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ 2✳
❲❡ ❣✐✈❡ ❤❡r❡❛❢t❡r ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❡❛❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝✿
✶❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ❢♦r ❛❧❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ✇❡❜✿
❤tt♣✿✴✴❣r❛❛❧✳❡♥s✲❧②♦♥✳❢r✴⑦✈s♦♥✐❣♦✴❝♦❞❡✴q✉❡r②✲♠✉❧t✐❛♣♣✴✳
✾✳✹✳ ❍❊❯❘■❙❚■❈❙ ✶✶✾
op3
ob3op2
ob1
ob1 ob2
op1
op5
op2
op1
op4
op1
ob1
ob1 ob2 ob1 ob2
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ 1 ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ 2
❋✐❣✉r❡ ✾✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ r❡✉s❡ ♦❢ ♥♦❞❡s✳ op1 ✐s ♦♥❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❝❡ ❛♥❞ ✐ts r❡s✉❧t ✐s r❡✉s❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ op2 ❛♥❞ op4✳ op3 ✉s❡s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ op2 ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ 1 ❢♦r ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❍✶✿ ❘❛♥❞♦♠◆♦❘❡✉s❡
❚❤❡ ❘❛♥❞♦♠◆♦❘❡✉s❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❞♦❡s ♥♦t r❡✉s❡ ❛♥② r❡s✉❧t✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ✉♥❛ss✐❣♥❡❞ ♦♣✲
❡r❛t♦rs✱ ❘❛♥❞♦♠◆♦❘❡✉s❡ r❛♥❞♦♠❧② ♣✐❝❦s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✳ ■❢ t❤❡ ❢❛t❤❡r ✐s ❛❧r❡❛❞② ♠❛♣♣❡❞✱ ✐t
tr✐❡s t♦ ♠❛♣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ t❤❡ ❢❛t❤❡r✬s ♣r♦❝❡ss♦r✱ ♦r ✐t tr✐❡s t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥✬s ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✐❢ t❤♦s❡
❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❛♣♣❡❞✳ ■❢ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❘❛♥❞♦♠◆♦❘❡✉s❡ ❝❤♦♦s❡s ❛ ♥❡✇
♣r♦❝❡ss♦r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r s❡❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✱ ❛♥❞ ♠❛♣s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✳ ■❢ t❤✐s ✐s ♥♦t
♣♦ss✐❜❧❡✱ ❘❛♥❞♦♠◆♦❘❡✉s❡ ❢❛✐❧s✳
❍✷✿ ❘❛♥❞♦♠
❚❤❡ ❘❛♥❞♦♠ r❛♥❞♦♠ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛s ✐t tr✐❡s t♦ r❡✉s❡ ❝♦♠♠♦♥ r❡s✉❧ts✳ ■❢ t❤❡
r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ♦♣❡r❛t♦r ❤❛s ♥♦t ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♠❛♣♣❡❞✱ ♣♦ss✐❜❧② ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡
✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛s ✐♥ ❘❛♥❞♦♠◆♦❘❡✉s❡✿ ✜rst tr② t♦ ♠❛♣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ ✐ts ❢❛t❤❡r✬s
♣r♦❝❡ss♦r ♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥✬s✱ ❛♥❞ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❇✉t✱ ✐❢ t❤❡
♦♣❡r❛t♦r ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♠❛♣♣❡❞ s♦♠❡✇❤❡r❡ ❡❧s❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡st✱ ✇❡ tr② t♦ ❛❞❞ ❛ ❧✐♥❦ ❢r♦♠ t❤❡
❛❧r❡❛❞② ♠❛♣♣❡❞ ♦♣❡r❛t♦r t♦ t❤❡ ❢❛t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦♣❡r❛t♦r t♦ r❡✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ r❡s✉❧t✳ ❲❤❡♥
t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❡ ♠❛r❦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✉❜tr❡❡ ✭r♦♦t❡❞ ❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✮ ❛s ♠❛♣♣❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡
❝❤♦♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♣r♦❝❡ss♦r✳
❍✸✿ ❚♦♣❉♦✇♥❇❋❙
❚❤❡ ❚♦♣❉♦✇♥❇❋❙ ❤❡✉r✐st✐❝ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❜r❡❛❞t❤✲✜rst✲s❡❛r❝❤ ✭❇❋❙✮ tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❲❡ ✉s❡ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ r♦♦t ♥♦❞❡ t♦ ❧✐♥❦ ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r♦♦ts ❜❡❝♦♠❡ ❝❤✐❧❞r❡♥
♦❢ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ r♦♦t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♠❛♣♣❡❞ ②❡t
❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r ✐ts ❢❛t❤❡r ❤❛s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❚♦♣❉♦✇♥❇❋❙ tr✐❡s t♦ ♠❛♣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ t❤❡ s❛♠❡
♣r♦❝❡ss♦r ❛s ✐ts ❢❛t❤❡r✱ ❛♥❞ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s t❤❡ ❇❋❙ tr❛✈❡rs❛❧✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❚♦♣❉♦✇♥❇❋❙
tr✐❡s t♦ ❛❞❞ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛♣♣❡❞ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❢❛t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
♦♣❡r❛t♦r✿ t❤❡ ♠❛♣♣❡❞ ♦♣❡r❛t♦r s❡♥❞s ✐ts r❡s✉❧t ♥♦t ♦♥❧② t♦ ✐ts ❢❛t❤❡r ❜✉t ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ❢❛t❤❡r ♦❢
✶✷✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✾✳ ▼❯▲❚■P▲❊ ❈❖◆❈❯❘❘❊◆❚ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦♣❡r❛t♦r✳ ■❢ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞s✱ ♦r ✐❢ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✇❛s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱
❚♦♣❉♦✇♥❇❋❙ tr✐❡s t♦ ♠❛♣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥t♦ ❛ ♥❡✇ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r s❡❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ t❤❡ ❇❋❙ tr❛✈❡rs❛❧
✐s ❝♦♥t✐♥✉❡❞✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❚♦♣❉♦✇♥❇❋❙ ❢❛✐❧s✳
❍✹✿ ❚♦♣❉♦✇♥❉❋❙
❚❤❡ ❚♦♣❉♦✇♥❉❋❙ ❤❡✉r✐st✐❝ ✉s❡s t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛s ❚♦♣❉♦✇♥❇❋❙✱ ❜✉t ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡
tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❞❡♣t❤✲✜rst✲s❡❛r❝❤ ✭❉❋❙✮ ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧✱
t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❝♦♥t✐♥✉❡s t❤❡ ❉❋❙ tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❡❡✳
❍✺✿ ❇♦tt♦♠❯♣❇❋❙
❆s t❤❡ ❚♦♣❉♦✇♥❉❋❙ ❤❡✉r✐st✐❝✱ t❤❡ ❇♦tt♦♠❯♣❇❋❙ ❤❡✉r✐st✐❝ ♠❛❦❡s ❛ ❇❋❙ tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r❡st✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❛rt✐✜❝✐❛❧ r♦♦t t❤❛t
❧✐♥❦s ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❇♦tt♦♠❯♣❇❋❙ ✈❡r✐✜❡s ✇❤❡t❤❡r ✐t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥
♠❛♣♣❡❞ ♦♥ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦ ✐s ❛❞❞❡❞ ✭✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡✮✱ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡
♠❛♣♣❡❞ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❢❛t❤❡r ♦❢ t❤❡ ✉♥♠❛♣♣❡❞ ♦♣❡r❛t♦r✳ ■❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ♥♦t ②❡t ♠❛♣♣❡❞
❛♥❞ ✐❢ ✐t ❤❛s s♦♠❡ ❝❤✐❧❞r❡♥✱ ✇❡ tr② t♦ ♠❛♣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r t♦ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥✬s ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■❢
♥♦ s✉❝❤ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ ♦r ✐❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ❛ tr❡❡✱ ❇♦tt♦♠❯♣❇❋❙
tr✐❡s t♦ ♠❛♣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥t♦ ❛ ♥❡✇ ♣r♦❝❡ss♦r ✭✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r s❡❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ t❤❡ ❇❋❙ tr❛✈❡rs❛❧ ❝♦♥t✐♥✉❡s✱
♦t❤❡r✇✐s❡ ❇♦tt♦♠❯♣❇❋❙ ❢❛✐❧s✳
❍✻✿ ❇♦tt♦♠❯♣❉❋❙
❚❤❡ ❇♦tt♦♠❯♣❉❋❙ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❇♦tt♦♠❯♣❇❋❙✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❇❋❙ tr❛✈❡rs❛❧✱
✐t ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❉❋❙ tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r❡st✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ♠♦r❡
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ ❛s t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❝❛s❡s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✇❡ ❝❤❡❝❦ ✐❢ ✐ts ♦♣❡r❛t♦r
❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❛♥❞ ♥♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛r❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❣♦ ✉♣
✐♥ t❤❡ tr❡❡ ✉♥t✐❧ ✇❡ r❡❛❝❤ t❤❡ ❧❛st ♥♦❞❡ n1 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥♦❞❡ n2 s♦♠❡✇❤❡r❡ ❡❧s❡ ✐♥
t❤❡ ❢♦r❡st ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧r❡❛❞② ♠❛♣♣❡❞✱ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t op(n1) = op(n2)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ tr② t♦ ❛❞❞
❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ n2 ❛♥❞ t❤❡ ❢❛t❤❡r ♦❢ n1 t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧t✳ ■❢ t❤❡
❝❤✐❧❞r❡♥ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♠❛♣♣❡❞ ✇❡ s✐♠♣❧② tr② t♦ ♠❛♣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥✬s
♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■❢ t❤✐s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ♦r ✐❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇❛s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ♦r ❛❣❛✐♥
✐❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♠❛♣♣❡❞ ❛♥②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡st✱ ❇♦tt♦♠❯♣❉❋❙ tr✐❡s t♦ ♠❛♣
t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥t♦ ❛ ♥❡✇ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r s❡❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ❖t❤❡r✇✐s❡
❇♦tt♦♠❯♣❉❋❙ ❢❛✐❧s✳
✾✳✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts
❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡✉r✐st✐❝s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✹✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♥♦❞❡ r❡✉s❡ ♦♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✳
✾✳✺✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ✶✷✶
✾✳✺✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ P❧❛♥
❊①❝❡♣t ❢♦r ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶✱ ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❡❡s ❛r❡ ✜①❡❞ t♦ ❛ s✐③❡ ♦❢ ❛t ♠♦st 50 ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❛♥❞
❡①❝❡♣t ❢♦r ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✺✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r 5 ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❡❛✈❡s ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t ✐s ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❛♠♦♥❣ ✶✵ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s✳ ❚❤❡ s✐③❡ δ
♦❢ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t t②♣❡ ✐s ❛❧s♦ ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❛♥❞ ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✸▼❇ ❛♥❞ ✶✸▼❇✳ ❚❤❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ f ✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♣✉t✱ ρ✱ ❛r❡
❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧② s✉❝❤ t❤❛t 0 < f ≤ 1 ❛♥❞ 1 ≤ ρ ≤ 2✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❛❧s♦
❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧②✳ ■♥ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭❡①❝❡♣t ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✹✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♠♦✉♥t wi ❢♦r ❛♥
♦♣❡r❛t♦r ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ 0.5▼❋❧♦♣✴s❡❝ ❛♥❞ 1.5▼❋❧♦♣✴s❡❝✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t♦r δi
✐s r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ 0.5▼❇ ❛♥❞ 1.5▼❇✳
❚❤r♦✉❣❤♦✉t ♠♦st ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭✈❛r✐❛♥ts
✇✐❧❧ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✇❤❡♥ ♥❡❡❞❡❞✳✮ ❲❡ ❞✐s♣♦s❡ ♦❢ 30 ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❊❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s
❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞✱ ✇❤♦s❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ 50▼❇ ❛♥❞ 180▼❇✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣♦✇❡r✱ ✐✳❡✳✱ ❈P❯ s♣❡❡❞s ♦❢ 50▼■P❙ t♦ 180▼■P❙✳ ❚❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✈✐❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s✱ ✇❤♦s❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ 60▼❇✴s ❛♥❞ 100▼❇✴s✳ ❚❤❡ 10 ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
♦✈❡r t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❊①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛r❡ s❝❛❧❡❞ ✉♥✐ts✱ t❤✉s ❡①❡❝✉t✐♦♥
t✐♠❡ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♠♦✉♥t ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss♦r s♣❡❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡
✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝t s✐③❡ ✭♦r ♦✉t♣✉t s✐③❡✮ ❛♥❞ ❧✐♥❦ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳
❚♦ ❛ss❡ss ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ❜② ❛♥② ❤❡✉r✐st✐❝✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦st✱ ✐♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s
✉s❡❞✱ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ h ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②✿
1
|runs|
∑|runs|
r=1 ah(r)✱ ✇❤❡r❡ ah(r) = 0 ✐❢ ❤❡✉r✐st✐❝ h ❢❛✐❧s ✐♥ r✉♥ r ❛♥❞ ah(r) =
costbest(r)
costh(r)
✳ costbest(r)
✐s t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦st r❡t✉r♥❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r r✉♥ r✱ ❛♥❞ costh(r) ✐s t❤❡ ❝♦st
✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❤❡✉r✐st✐❝ h✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢❛✐❧s ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ r✉♥s ✐s ✜①❡❞ t♦ 50 ✐♥ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ✷
✾✳✺✳✷ ❘❡s✉❧ts
❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ Pr♦❝❡ss♦rs
■♥ ❛ ✜rst s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ t❡st t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✈❛r②✐♥❣
✐t ❢r♦♠ 1 t♦ 70✳ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✸✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❝❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡✉r✐st✐❝s ✉s✐♥❣ s❡✲
❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣② ✸ ✭❜✐❣❣❡st r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞✮✳ ❇❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✷✵ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s♦❧✉t✐♦♥s st❡❡♣❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ❢♦r ❚♦♣❉♦✇♥❉❋❙✱ ❚♦♣❉♦✇♥❇❋❙ ❛♥❞ ❇♦tt♦♠❯♣❇❋❙ ❛♥❞ ❢♦r ❤✐❣❤❡r
♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛❧❧ t❤r❡❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✜♥❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✺✵ r✉♥s✳ ❇♦tt♦♠❯♣❉❋❙
✜♥❞s s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤❡♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✵ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❘❛♥❞♦♠ ❛❧r❡❛❞② ✜♥❞s s♦❧✉t✐♦♥s
✇❤❡♥ ♦♥❧② ✷✵ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❜✉t ❢♦r t❤❡ r✉♥s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✵ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✐t ✜♥❞s
❢❡✇❡r s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛♥ ❇♦tt♦♠❯♣❉❋❙✳ ❘❛♥❞♦♠◆♦❘❡✉s❡ ✐s ♥♦t s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛t ❛❧❧✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✜♥❞
❛♥② s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ ❚♦♣❉♦✇♥❇❋❙ ✜♥❞s t❤❡ ♠♦st s♦❧✉t✐♦♥s✱ s❤♦rt❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❚♦♣✲
❉♦✇♥❉❋❙ ❛♥❞ ❇♦tt♦♠❯♣❇❋❙✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s✉❝❝❡ss r❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s✱
❛❧❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ✜♥❞ t❤❡ ♠♦st s♦❧✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ str❛t❡❣② ✸✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② str❛t❡❣② ✹✱ str❛t❡❣② ✷✱ ❛♥❞
✜♥❛❧❧② str❛t❡❣② ✶✳ ❇✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ s♠❛❧❧✳ ▼♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss♦r s❡❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
✷ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ ✜❣✉r❡s s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ✇❡❜ ❛t
❤tt♣✿✴✴❣r❛❛❧✳❡♥s✲❧②♦♥✳❢r✴⑦✈s♦♥✐❣♦✴❝♦❞❡✴q✉❡r②✲♠✉❧t✐❛♣♣✴❞✐❛❣r❛♠s✴✳
✶✷✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✾✳ ▼❯▲❚■P▲❊ ❈❖◆❈❯❘❘❊◆❚ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙
♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✹✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ str❛t❡❣② ✸✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤
❋✐❣✉r❡ ✾✳✹✭❜✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ r✉♥s✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣r♦❝❡ss♦r s❡❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ❯s✐♥❣
str❛t❡❣② ✸ ✭❛♥❞ ❛❧s♦ str❛t❡❣✐❡s ✷ ❛♥❞ ✹✮✱ ❚♦♣❉♦✇♥❉❋❙ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❚♦♣❉♦✇♥❇❋❙✱
✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❇♦tt♦♠❯♣❇❋❙✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❇♦tt♦♠❯♣❇❋❙ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❜♦t❤ ❚♦♣✲
❉♦✇♥ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇❤❡♥ str❛t❡❣② ✶ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❇♦tt♦♠❯♣❉❋❙ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠
♦♥❡s ♠✐rr♦rs ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ r✉♥s✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇✐t❤♦✉t r❡✉s❡ ♦❢ ❝♦♠✲
♠♦♥ s✉❜tr❡❡s✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✜♥❞ r❡s✉❧ts ✉♥t✐❧ ❛t ❧❡❛st ✸✺ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✭str❛t❡❣② ✸✮ ♦r ❡✈❡♥ ✻✵ ✭str❛t❡❣② ✷✮✳ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r s❡❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✱ ❜♦t❤
❚♦♣❉♦✇♥ ❤❡✉r✐st✐❝s ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❤❡✉r✐st✐❝s ✐♥ s✉❝❝❡ss ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❜✉t t❤❡ r❡s✉❧ts
❛r❡ ♣♦♦r ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✸✭❜✮✮✳
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✭❜✮ ❙✉❝❝❡ss❢✉❧ r✉♥s ✇✐t❤♦✉t r❡✉s❡✱ str❛t❡❣② ✸
❋✐❣✉r❡ ✾✳✸✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶✿ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ r✉♥s✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
■♥ t❤✐s s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ✈❛r② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ K✳ ❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛❧❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ❧❡ss s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✇✐t❤ str❛t❡❣✐❡s ✶ ❛♥❞ ✷ t❤❛♥ ✇✐t❤ str❛t❡❣✐❡s ✸ ❛♥❞
✹✱ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♣♦♦r❡r ❛s ✇❡❧❧✳ ❘❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣② ✉s❡❞✱ ❜♦t❤ ❚♦♣❉♦✇♥
❤❡✉r✐st✐❝s s❤♦✇ ❛ ❜❡tt❡r r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ❇♦tt♦♠❯♣❇❋❙✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧② ❡①❝❡♣t✐♦♥
✉s✐♥❣ str❛t❡❣② ✶ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✾✳✺✭❛✮✮✳ ❇♦tt♦♠❯♣❉❋❙ ❛♥❞ ❜♦t❤
r❛♥❞♦♠ ❤❡✉r✐st✐❝s ♣❡r❢♦r♠ ♣♦♦r❧②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❇♦tt♦♠❯♣❉❋❙ ♦♥❧② ✜♥❞s s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ✉♣ t♦
✹ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜❡st str❛t❡❣② s❡❡♠s t♦ ❜❡ str❛t❡❣② ✸ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❚♦♣❉♦✇♥❇❋❙ ❢♦r
♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❚♦♣❉♦✇♥❉❋❙ ❢♦r ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✺✭❜✮✮✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t ✸✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❙✐③❡
❲❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐③❡s✱ str❛t❡❣② ✸ ✐s t❤❡ ♠♦st r♦❜✉st✳ ❯♣ t♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐③❡s ♦❢
✹✵ ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❡ ♦t❤❡r str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡✱ ❜✉t ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ✹✵ ♦♣❡r❛t♦rs
❜♦t❤ ❚♦♣❉♦✇♥ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ❇♦tt♦♠❯♣❇❋❙ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❜❡st r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ✜♥❞
t❤❡ ♠♦st s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐s t❤❡ s❛♠❡✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
♦❢ t❤❡ str❛t❡❣②✿ ❚♦♣❉♦✇♥❇❋❙ ✜♥❞s ♠♦r❡ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛♥ ❚♦♣❉♦✇♥❉❋❙✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t✉r♥✱ ✜♥❞s
✾✳✺✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ✶✷✸
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✭❜✮ ❘❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ str❛t❡❣② ✸
❋✐❣✉r❡ ✾✳✺✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷✿ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
♠♦r❡ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛♥ ❇♦tt♦♠❯♣❇❋❙✳ ❘❛♥❞♦♠◆♦❘❡✉s❡ ✜♥❞s s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❢❡✇❡r
t❤❛♥ ✷✵ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❇♦tt♦♠❯♣❇❋❙ ✉♣ t♦ ✹✵ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ✉♣ t♦ ✺✵ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❜✉t t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♣♦♦r✳ ❆s ❢❛r ❛s r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ❜♦t❤
❚♦♣❉♦✇♥ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐③❡s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ✷✵ ✉s✐♥❣ str❛t❡❣② ✸✳
❇♦tt♦♠❯♣❉❋❙ ✐s ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ str❛t❡❣② ✶ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✹✵ ♦♣❡r❛t♦rs
✭❝♦♠♣❛r❡ ❋✐❣✉r❡s ✾✳✻✭❛✮ ❛♥❞ ✾✳✻✭❜✮✮✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇✐t❤♦✉t r❡✉s❡ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ s✉❜tr❡❡s✱
t❤❡② ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✜♥❞ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐③❡s ❡①❝❡❡❞ ✹✵ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚♦♣❉♦✇♥ ❤❡✉r✐st✐❝s
♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st str❛t❡❣② ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ♦♥❡s ✭✸ ♦r ✹✮✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t ✹✿ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✲t♦✲❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❘❛t✐♦ ✭❈❈❘✮
❋♦r t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡ ❈❈❘✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠✲
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✭❜✮ ❘❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ str❛t❡❣② ✷
❋✐❣✉r❡ ✾✳✻✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✸✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐③❡s✳
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐③❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ✭δi✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡ wi ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❲❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❈❈❘✱ str❛t❡❣✐❡s ✸ ❛♥❞ ✹ r❡❛❝t ✈❡r②
s❡♥s✐t✐✈❡❧②✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✼✭❛✮✱ ❚♦♣❉♦✇♥❇❋❙✱ ❚♦♣❉♦✇♥❉❋❙ ❛♥❞ ❇♦tt♦♠❯♣❇❋❙
❤❛✈❡ ❛ ✶✵✵✪ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ❢♦r ❈❈❘ ≤ 60✱ ❜✉t t❤❡♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss ❞❡❝r❡❛s❡s ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✉♥t✐❧ ♥♦ s♦✲
❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ❛t ❛❧❧ ❢♦r ❛ ❈❈❘ ♦❢ ✶✽✵ ✭✉s✐♥❣ str❛t❡❣② ✷✱ ❚♦♣❉♦✇♥❇❋❙ st✐❧❧ ✜♥❞s ✸✷ s♦❧✉t✐♦♥s✮✳
❇♦tt♦♠❯♣❉❋❙ ✐s ❧❛r❣❡❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❘❛♥❞♦♠✱ ❛♥❞ ❘❛♥❞♦♠◆♦❘❡✉s❡ ❢❛✐❧s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✳ ■♥
t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ str❛t❡❣② ✷ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣r♦❝❡ss♦r s❡❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣② ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✾✳✼✭❜✮✮✳ ❚♦♣❉♦✇♥❇❋❙ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❇♦tt♦♠❯♣❇❋❙ ❢♦r ❈❈❘
< 120✱ ❛♥❞ ❜② ❚♦♣❉♦✇♥❉❋❙ ❢♦r ❈❈❘ > 120✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡
❤❡✉r✐st✐❝s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❞♦ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ♠✐rr♦r t❤❡✐r s✉❝❝❡ss r❛t❡s✳ ❈♦♠♣❛r❡
❋✐❣✉r❡s ✾✳✽✭❛✮ ❛♥❞ ✾✳✽✭❜✮✿ ❇♦tt♦♠❯♣❇❋❙ ✜♥❞s ❢❡✇❡r s♦❧✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ str❛t❡❣② ✶ t❤❛♥ ✷✱ ❜✉t
✐ts r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ str❛t❡❣② ✶ ❛♥❞ ❈❈❘ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✽✵ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
str❛t❡❣② ✷✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❚♦♣❉♦✇♥❇❋❙ ✉s✐♥❣ str❛t❡❣② ✶ ❛❧✇❛②s ✜♥❞s t❤❡ ♠♦st s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧
❤❡✉r✐st✐❝s✱ ❜✉t ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♦♥❧② t❤❡ ❜❡st ✇❤❡♥ t❤❡ ❈❈❘ ❜❡❝♦♠❡s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ✶✷✵✳
❆❧s♦✱ ❚♦♣❉♦✇♥❉❋❙ ✜♥❞s ❢❡✇❡r s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛♥ ❚♦♣❉♦✇♥❇❋❙ ❛♥❞ ❇♦tt♦♠❯♣❇❋❙ ✉s✐♥❣ str❛t❡❣②
✷ ❛♥❞ ❈❈❘= 30✱ ❜✉t ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s t❤❡ ❜❡st✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t ✺✿ ❙✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
■♥ t❤✐s ❧❛st ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ✉s❡ ♦♥❧② t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ r✉♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠
✐s s♠❛❧❧❡r✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♦♥❧② ✶✵ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❲❡ st✉❞② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝s ✇❤❡♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ♦r ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ❝r❡❛t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t
❞✐✛❡r ✐♥ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❙tr❛t❡❣✐❡s ✶ ❛♥❞ ✷ ❛r❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❛♥❞ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❛♥❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✿ str❛t❡❣② ✸ ❃ str❛t❡❣② ✹
❃ str❛t❡❣✐❡s ✶ ❛♥❞ ✷✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r s✉❝❝❡ss r❛t❡s ✭❝♦♠♣❛r❡ ❋✐❣✉r❡s ✾✳✾✭❛✮ ❛♥❞ ✾✳✾✭❜✮✳✮ ❚❤❡
r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ✐s t❤❡ s❛♠❡✿ ❚♦♣❉♦✇♥❇❋❙ ✐s t❤❡ ♠♦st
s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❚♦♣❉♦✇♥❉❋❙ ❛♥❞ ❇♦tt♦♠❯♣❇❋❙✳ ❇♦tt♦♠❯♣❉❋❙ ❛♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❦❡❡♣
t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♣❧❛❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ❘❛♥❞♦♠◆♦❘❡✉s❡ ❢❛✐❧s✳ ❚♦♣❉♦✇♥❇❋❙ ❤❛s t❤❡ ❜❡st r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝❛s❡s ❚♦♣❉♦✇♥❉❋❙ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❜❡st
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✽✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✹✿ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✲❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❘❛t✐♦ ❈❈❘✳ ❘❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
t❤❡ t❤✐r❞ ♣♦s✐t✐♦♥✳
❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts
❖✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❛ r❛♥❞♦♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ◆❡❣❧❡❝t✐♥❣
t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡✉s❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❝♦♠♠♦♥ s✉❜tr❡❡s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❧✐♠✐ts t❤❡ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ❛♥❞
❛❧s♦ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦st✳ ❚❤❡ ❚♦♣❉♦✇♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ t❤❡
❜❡st✱ ✇❤❡r❡✉♣♦♥ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s ❇❋❙ tr❛✈❡rs❛❧ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ❇♦tt♦♠❯♣ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ♦♥❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❇❋❙ tr❛✈❡rs❛❧✳ ❚❤❡ ❉❋❙ tr❛✈❡rs❛❧ s❡❡♠s ✉♥❛❜❧❡ t♦ r❡✉s❡ r❡s✉❧ts
❡✣❝✐❡♥t❧② ✭✐t ♦❢t❡♥ ✜♥❞s ✐ts❡❧❢ ✇✐t❤ ♥♦ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❧❡❢t t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳✮
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✶✵✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ♠✉❧t✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
♣❧❛t❢♦r♠s✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ str❡❛♠✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ t❤r❡❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡♠ ❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳
✶✵✳✶✳✶ ❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t
■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❛♥❛❧②③❡❞ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t
♥❡✇ ♣♦❧✐❝✐❡s ❢♦r t❤❡ r❡♣❧✐❝❛ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❯♣✇❛r❞s ❛♥❞ ▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧
✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❈❧♦s❡st ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞ ✐t ♠❛② s❡❡♠ s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦t ❛❧r❡❛❞②
❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
❖♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✐❞❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢✉❧❧② ❛ss❡ss❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❈❧♦s❡st ✱ ❯♣✇❛r❞s ❛♥❞
▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ❜♦t❤ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ◆♦t s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ❛❧❧ t❤r❡❡
♣♦❧✐❝✐❡s t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ②❡t ❛♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② r❡s♦✉r❝❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ t❤❡
◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❢♦r ❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t ✇✐t❤ ◗♦❙ ♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✱
❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ◗♦❙ ❛♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❈❧♦s❡st ♣♦❧✐❝②✳
❖♥ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s✐❞❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❈❧♦s❡st ✱ ❯♣✇❛r❞s ❛♥❞ ▼✉❧✲
t✐♣❧❡ ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r
❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✭■▲P✮✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts t✉r♥❡❞ ♦✉t q✉✐t❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳ ❯s✐♥❣ ♦✉r ♠♦♥♦✲❝r✐t❡r✐❛
❤❡✉r✐st✐❝s✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦❧✐❝✐❡s ✐s ✐♠♣r❡ss✐✈❡✿ ✭✐✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❡❡s ✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐t ❛
s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❯♣✇❛r❞s ❛♥❞ ▼✉❧t✐♣❧❡ ♣♦❧✐❝✐❡s t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❧♦s❡st ♣♦❧✐❝②❀
✭✐✐✮ ❢♦r t❤♦s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❧♦s❡st ♣♦❧✐❝②✱ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛ ❝♦st ✐s ♠✉❝❤
❧♦✇❡r ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss❡ss❡❞
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✇❤✐❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡st ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✉♣♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ♣❧❛t❢♦r♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ◗♦❙ t✐❣❤t♥❡ss✳
✶✵✳✶✳✷ P✐♣❡❧✐♥❡ ❲♦r❦✢♦✇ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ❛ ❞✐✣❝✉❧t ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥t♦ ❋✉❧❧② ❍❡t❡r♦✲
❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❲❡ r❡str✐❝t❡❞ ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡
str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❛ss❡ss❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ tr❛❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ❧❛t❡♥❝②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜❡t✇❡❡♥
r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❡s ❢♦r ❛ t②♣✐❝❛❧
✶✷✼
✶✷✽ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ❆◆❉ P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙
✉s❡r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣❧❛t❢♦r♠s s✉❝❤ ❛s ❝❧✉st❡rs ♦r ❣r✐❞s✱ ❢❛✐❧✉r❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♠❛❥♦r ❝♦♥❝❡r♥ ❬✸✶✱ ✸✸✱ ✷✽❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❛❝❦❧❡❞ ✐♥ t❤✐s
♣❛rt ❡♥❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ r♦❜✉st s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ✉s❡r ❞❡♠❛♥❞s ✭♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❧❛t❡♥❝② ✉♥❞❡r
s♦♠❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② t❤r❡s❤♦❧❞✱ ♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡❀ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✉♥❞❡r ❛ ❧❛t❡♥❝② ❝♦♥str❛✐♥t✱ ♦r t❤❡
❝♦♥✈❡rs❡✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t ♣❧❛t❢♦r♠s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧ ❢♦r ❋✉❧❧② ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ◆P✲❤❛r❞ ❢♦r ❋✉❧❧② ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠
❢♦r ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✲❧❛t❡♥❝② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛♥② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❋✉❧❧② ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✳
❲❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t✲
❢♦r♠s✱ ❡✐t❤❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❧❛t❡♥❝②✱ ♦r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ❢♦r ❛ ✜①❡❞
♣❡r✐♦❞✳
❆ t②♣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✱ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦❞✐♥❣ ✇❤❡r❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ st❡❛❞②✲
st❛t❡ ♠♦❞❡✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣r♦♦❢✲♦❢✲❝♦♥❝❡♣t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞② ♦❢ t❤❡
❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ✭♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ❧❛t❡♥❝②✮ ♦❢ t❤❡ ❏P❊● ❡♥❝♦❞❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡
♦♥ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ✇♦r❦st❛t✐♦♥s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡♥ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❞❛t❛ s❡ts ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r t❤❡ ❏P❊● ❡♥❝♦❞❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠
♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛❣❡s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❙✐♠♣❧❡ ♠♦♥♦✲❝r✐t❡r✐♦♥
s♣❧✐tt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ♣❡r❢♦r♠ ✈❡r② ✇❡❧❧ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✇❤❡r❡❛s
❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ❤❡✉r✐st✐❝s ♣❡r❢♦r♠ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❖✈❡r❛❧❧✱
t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇❛s ♥♦t ❢✉❧❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❢♦r s♠❛❧❧ ❝❧✉st❡rs ❜✉t t✉r♥❡❞
♦✉t t♦ ❜❡ ♠❛♥❞❛t♦r② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ ❧❛r❣❡r ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞
❛♥ ■▲P ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡❞ ✉s t♦ ❛ss❡ss t❤❡
❛❜s♦❧✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ q✉✐t❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ♦♥ t❤♦s❡ ✭♥♦t s♦
♠❛♥②✮ ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ✷✲❙♣❧✐t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧✇❛②s r❡t✉r♥❡❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❏P❊●
❡♥❝♦❞❡r✳
❆t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤r♦✉❣❤♣✉t✱ ❧❛t❡♥❝②
❛♥❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ❛ ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ♣❧❛♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ r❡❛❧✲❧✐❢❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
♦♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❧r❡❛❞②✲✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ s❦❡❧❡t♦♥ ❧✐❜r❛r②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝s✮
❛❣❛✐♥st t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣✳
✶✵✳✶✳✸ ❈♦♠♣❧❡① ❙tr❡❛♠✐♥❣ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥✲♥❡t✇♦r❦
str❡❛♠✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥t♦ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❚❤❡s❡ str❡❛♠✲
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠❡ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦r tr❡❡s✱ t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞♦✇♥❧♦❛❞
❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s✐t❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦❝❡ss t❤✐s ❞❛t❛ t♦
♣r♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✳
❋✐rst ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✲♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❛ ✏❝♦♥str✉❝t✐✈❡✑ s❝❡✲
♥❛r✐♦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❛✐♠s ❛t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ r❡♥t❛❧ ❝♦st ♦❢ ❛ ♣❧❛t❢♦r♠ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
t❤r♦✉❣❤♣✉t r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✱
❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡r ❝❛s❡s✳
✶✵✳✷✳ P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙ ✶✷✾
❙❡❝♦♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❛ ♥♦♥✲
❝♦♥str✉❝t✐✈❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❡s♦✉r❝❡s ✐s ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡r❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❆❧❧ ❛r❡ ◆P✲❤❛r❞ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠s✳
■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡s❡ ❤❡✉r✐s✲
t✐❝s ✈✐❛ ❡①t❡♥s✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋♦r s✐♥❣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❡ ❛ss❡ss❡❞ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t✲
❢♦r♠s ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❙✉❜tr❡❡✲❜♦tt♦♠✲✉♣ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ♣r♦❞✉❝❡s
♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦t❤❡r ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥✲
❝✉rr❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦❞❡ r❡✉s❡ ❛❝r♦ss ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❘❡✉s✐♥❣ ♥♦❞❡s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥s ✐♠♣r♦✈❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t♦♣✲❞♦✇♥ tr❛✈❡rs❛❧s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❡❡s
✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t♦♣✲❞♦✇♥
tr❛✈❡rs❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❜r❡❛❞t❤✲✜rst s❡❛r❝❤ ✭✐✳❡✳✱ ♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝ ❚♦♣❉♦✇♥❇❋❙✮ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts
❛❝r♦ss t❤❡ ❜♦❛r❞✳
✶✵✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss❡s✳
✶✵✳✷✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✇❡ ♦✉t❧✐♥❡
t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥✳
❲✐t❤ ❙❡✈❡r❛❧ ❖❜❥❡❝ts
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡str✐❝t❡❞ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t
❛❧❧ r❡♣❧✐❝❛s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✭♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡♥✈✐s✐♦♥ ❛ s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢
♦❜❥❡❝ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞✳ ❚❤❡ ❝❧✐❡♥ts ❛r❡ t❤❡♥ ❤❛✈✐♥❣ r❡q✉❡sts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❜❡ s❡r✈❡❞ ♦♥❧② ❜② ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡♣❧✐❝❛✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t②♣❡ k✱ ❝❧✐❡♥t i ∈ C ✐ss✉❡s r
(k)
i
r❡q✉❡sts ❢♦r t❤✐s ♦❜❥❡❝t✳ ❚♦ s❡r✈❡ ❛ r❡q✉❡st ♦❢ t②♣❡ k✱ ❛ ♥♦❞❡ ♠✉st ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛
♦❢ t❤❛t t②♣❡✳ ◆♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ r❡♣❧✐❝❛ t②♣❡s✳ ❆ ❣✐✈❡♥ ❝❧✐❡♥t ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛✈❡
❞✐✛❡r❡♥t s❡r✈❡rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ◗♦❙ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜❥❡❝t✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭q
(k)
i ✮✳
❚♦ r❡✜♥❡ ❢✉rt❤❡r✱ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s✉❝❤ ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t k ❛♥❞ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❢♦r t❤✐s ♦❜❥❡❝t✳ ◆♦❞❡s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡❝♦♠❡ ♦❜❥❡❝t✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t♦♦✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ st♦r❛❣❡ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛♥s✇❡r ❛ r❡q✉❡st✳
❚❤❡ s❡r✈❡r ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ♠✉st t❤❡♥ ❜❡ ❛ s✉♠ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t②♣❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ◗♦❙
♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t t②♣❡✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦ ❝❛♣❛❝✐t② ❛❧s♦ ✐s ❛ s✉♠ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝t
t②♣❡s✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t✳
❚❤❡r❡ r❡♠❛✐♥s t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ✇❡ s✐♠♣❧② ❛✐♠ ❛t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♦❢
❛❧❧ r❡♣❧✐❝❛s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❣❡t t❤❡
❡①t❡♥❞❡❞ r❡♣❧✐❝❛ ❝♦st ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♦❜❥❡❝ts✳
❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛❞❞ ✉♣ ❧✐♥❡❛r❧② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝ts✱ ✐t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡①t❡♥❞
t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♦❜❥❡❝ts✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ t❤r❡❡
❛❝❝❡ss ♣♦❧✐❝✐❡s ❈❧♦s❡st ✱ ❯♣✇❛r❞s ❛♥❞ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❝♦✉❧❞ ♥❛t✉r❛❧❧② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ s❡✈❡r❛❧
✶✸✵ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ❆◆❉ P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙
♦❜❥❡❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♦❜❥❡❝t t②♣❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❛t✐♦s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ t②♣❡✱ ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✳
▼♦r❡ ❈♦♠♣❧❡① ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s
❙❡✈❡r❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐st ✐♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
■♥ ❢❛❝t✱ ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ♦♥ ♦r ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡str✐❝t❡❞ s♦ ❢❛r t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦st
♦❢ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛s ✭❛♥❞ ❡✈❡♥ t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛s❡✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs
❝❛♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st ✕ ❚❤✐s ❝♦st ✐s t❤❡ r❡❛❞ ❝♦st✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st r❡q✉✐r❡❞ t♦
❛❝❝❡ss t❤❡ r❡♣❧✐❝❛s t♦ ❛♥s✇❡r r❡q✉❡sts✳ ■t ✐s t❤✉s ❛ s✉♠ ♦♥ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❛❧❧ ❝❧✐❡♥ts ♦❢ t❤❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ r❡♣❧✐❝❛✳ ■❢ ✇❡ t❛❦❡ t❤✐s ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥
t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♠❛② ♣r❡❢❡r ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡♣❧✐❝❛s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts✳
❯♣❞❛t❡ ❝♦st ✕ ❚❤❡ ✇r✐t❡ ❝♦st ✐s t❤❡ ❡①tr❛ ❝♦st ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛s✳ ❆♥ ✉♣❞❛t❡
♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ✐s ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ✭✇r✐t✐♥❣✮ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r r❡♣❧✐❝❛s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♦❜❥❡❝t✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤✐s ❝♦st ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛ ✇❤✐❝❤
❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞ s❡♥❞s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r r❡♣❧✐❝❛s✳
▲✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✕ ❆ q✉✐t❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦sts✱ ♥❛♠❡❧② r❡♣❧✐❝❛ ❝♦st✱ r❡❛❞ ❝♦st ❛♥❞ ✇r✐t❡ ❝♦st✳ ❆s ❛❧❧
t❤r❡❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ❝♦st ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ t❤❡② ❝❛♥ ♥❛t✉r❛❧❧② ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❛♥t❛❣♦♥✐st ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ✇❛s s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✮✳ ■♥❢♦r♠❛❧❧②✱
s✉❝❤ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ✇r✐t❡
α
∑
s❡r✈❡rs✱ ♦❜❥❡❝ts
r❡♣❧✐❝❛ ❝♦st+ β
∑
r❡q✉❡sts
r❡❛❞ ❝♦st+ γ
∑
✉♣❞❛t❡s
✇r✐t❡ ❝♦st
✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs α✱ β ❛♥❞ γ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s
t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦sts✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t♦ r❡t✉r♥ t♦ ♦✉r t❤r❡s❤♦❧❞ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✜① ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r✳
❆❣❛✐♥✱ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r s✉❝❤ ❣❡♥❡r❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♦✉r❝❡s✱ ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✳
✶✵✳✷✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❢♦r ❲♦r❦✢♦✇ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
■♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡①t❡♥❞ ♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝s t♦ ❢✉❧❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs
t♦ ❜❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ ♠♦♥♦✲❝r✐t❡r✐♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ ❧✐♥❦
❜❛♥❞✇✐❞t❤s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ✐t s❡❡♠s ❤❛r❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣
✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ str❛t❡❣② ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✳
❆ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦t❤❡r ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ s❦❡❧❡t♦♥s✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ✐♥ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❛ st❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜♦t❤
✶✵✳✸✳ ❋■◆❆▲ ❘❊▼❆❘❑❙ ✶✸✶
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②✲❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡r♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❋❉❈❚
st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❏P❊● ❡♥❝♦❞❡r✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥❡st ❛♥♦t❤❡r s❦❡❧❡t♦♥ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤✐s st❛❣❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛
❢❛r♠ ♦r ❞❡❛❧ s❦❡❧❡t♦♥ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ s♣❧✐t t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛❣❡ ❛♠♦♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❝❡s✲
s♦rs✳ ❯s✐♥❣ s✉❝❤ ❞❡❛❧ s❦❡❧❡t♦♥s ♠❛② ❜❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r✬s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✭❡①♣❧✐❝✐t ♥❡st✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦❞❡✮ ♦r t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❊①t❡♥❞✐♥❣ ♦✉r ♠❛♣♣✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s t♦
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❢② ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r ❞❡❛❧ s❦❡❧❡t♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡s❡✱ ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t ❜✉t
✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳
✶✵✳✷✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❢♦r ❈♦♥❝✉rr❡♥t ❙tr❡❛♠✐♥❣ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡str✐❝t❡❞ t❤❡ st✉❞② t♦ s✐♥❣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❛♥❞ t♦
♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♥♦♥✲❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞
♦✉r r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ s❝❡♥❛r✐♦✳
❆s ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡✈❡❧♦♣ ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✶✳✹✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❡♥✈✐s✐♦♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇i,u ✭t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦
❝♦♠♣✉t❡ ♦♣❡r❛t♦r i ♦♥t♦ ♣r♦❝❡ss♦r u✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣r❡ss ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞
❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦
❛❞❞ ❛ st♦r❛❣❡ ❝♦st ❢♦r ♦❜❥❡❝ts ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ♦♥t♦ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛❞❞r❡ss ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ s❝❡♥❛r✐♦s ✇✐t❤ ♠❛♥② ✭❝♦♥✢✐❝t✐♥❣✮ r❡❧❡✈❛♥t
❝r✐t❡r✐❛ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ s♦♠❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭t❤r♦✉❣❤♣✉t✱ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✮✱
s♦♠❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ s❛❢❡t② ✭r❡♣❧✐❝❛t✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❢♦r ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✮✱ ❛♥❞ s♦♠❡ r❡❧❛t❡❞ t♦
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦sts ✭r❡s♦✉r❝❡ ❝♦sts✱ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✮✳
✶✵✳✸ ❋✐♥❛❧ ❘❡♠❛r❦s
■t ✇❛s ❜♦t❤ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❛♥❞ r❡✇❛r❞✐♥❣ t♦ ❞❡✈♦t❡ t❤r❡❡ ②❡❛rs t♦ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♠✉❧t✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡ss♦♥s ❧❡❛r♥t ❞✉r✐♥❣ t❤✐s
t❤❡s✐s✿
• ❆s ❜♦t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❧❛t❢♦r♠s ❣❡t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ✐t ✐s ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t❤❛t ✇❡ ✜♥❞ ♥❡✇
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ♠❛♥② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✲r❡❧❛t❡❞✱ s❛❢❡t②✲♦r✐❡♥t❡❞ ♦r
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✲❛✇❛r❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t ♠♦st ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ❜❡❝♦♠❡ ◆P✲❤❛r❞✳ ❖♥ t❤❡ t❤❡✲
♦r❡t✐❝❛❧ s✐❞❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❤♦♣❡ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♦r ❛t ❧❡❛st ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ❤❡✉r✐st✐❝s
✇❤♦s❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛ss❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ■▲P ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳
• ❉❡s✐❣♥✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣❧❛t❢♦r♠s ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s ✐s
❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❤❛r❞❡r t❤❛♥ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❧✐♥❦s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r
❤❛✈❡ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦st ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡
✇❤♦❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ♥♦t ✜♥❛❧✐③❡❞✳ ❲❡ ♥❡❡❞ ♥❡✇ ✐❞❡❛s ❛♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❡r❡✦
• ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ✐ss✉❡s ❛r✐s❡ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥t❡①ts✳ ❈♦♥s✐❞❡r ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤❡r❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ✉s❡rs s✉❞❞❡♥❧② r❡❝❧❛✐♠ ❧♦❛♥❡❞ r❡s♦✉r❝❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t ❞✐✛❡r ❛❝r♦ss
✉s❡r ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇❡❧❧ t♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❢❛✐❧✉r❡✲❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦❝❡ss♦rs
❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❝r❛s❤ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢❛❝t♦rs✳ ■t ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ r❡✈✐s✐t
❜♦t❤ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡❛s ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡ ❡①✐st✐♥❣ r❡s✉❧ts✳
✶✸✷ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ❆◆❉ P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙
❆♣♣❡♥❞✐① ❆
❆❧❣♦r✐t❤♠s
Ps❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❢♦r ❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t ❤❡✉r✐st✐❝s
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✾✿ Pr♦❝❡❞✉r❡ ❈❚❉❆
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❈❚❉❆ ✭r♦♦t✱ replica✮
❋✐❢♦ ✜❢♦❀
✜❢♦✳♣✉s❤✭r♦♦t✮❀
✇❤✐❧❡ ✜❢♦ 6= ∅ ❞♦
s ❂ ✜❢♦✳♣♦♣✭✮❀
✐❢ s /∈ replica t❤❡♥
✐❢ Ws ≥ inreqs & inreqs > ✵ t❤❡♥
replica ❂ replica ∪ {s}❀
❢♦r❡❛❝❤ a ∈ ❆♥❝❡st♦rs(s) ❞♦ inreqa = inreqa − inreqs❀
❡❧s❡
❢♦r❡❛❝❤ i ∈ ❝❤✐❧❞r❡♥(s) ❞♦
✐❢ i ∈ N t❤❡♥ ✜❢♦✳♣✉s❤✭i✮❀
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
✶
✷ ❆PP❊◆❉■❳ ❆✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❙
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✵✿ Pr♦❝❡❞✉r❡ ❈❇❯
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❈❇❯ ✭s ∈ N ✱ replica✮
✐❢ ❛t❇♦tt♦♠✭s✮ || ❛❧❧❈❤✐❧❞r❡♥❚r❡❛t❡❞✭s✮ t❤❡♥
treateds ❂ tr✉❡❀
✐❢ Ws ≥ inreqs & inreqs > ✵ t❤❡♥
✴✯ ♥♦❞❡ ❝❛♥ tr❡❛t ❛❧❧ ❝❤✐❧❞r❡♥✬s r❡q✉❡sts ✯✴
replica = replica ∪ {s}❀
❢♦r❡❛❝❤ a ∈ ❆♥❝❡st♦rs(s) ❞♦ inreqa = inreqa − inreqs❀
❡❧s❡
✴✯ ♥♦❞❡ ❝❛♥♥♦t tr❡❛t ❛❧❧ ❝❤✐❧❞r❡♥✬s r❡q✉❡sts✱ ❣♦ ✉♣ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ✯✴
✐❢ ❆♥❝❡st♦rs(s) 6= ∅ t❤❡♥ ❝❛❧❧ ❈❇❯ ✭♣❛r❡♥t✭s✮✱ replica✮❀
❡♥❞
❡❧s❡
❢♦r❡❛❝❤ i ∈ ❝❤✐❧❞r❡♥(s) ❞♦
✴✯ ♥♦t ②❡t ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱ ❣♦ ❞♦✇♥ ✯✴
✐❢ i ∈ N & treatedi t❤❡♥ ❝❛❧❧ ❈❇❯ ✭i✱ replica✮❀
❡♥❞
❡♥❞
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✶✿ Pr♦❝❡❞✉r❡ ❞❡❧❡t❡❘❡q✉❡sts
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡❧❡t❡❘❡q✉❡sts ✭s ∈ N ✱ ♥✉♠❚♦❉❡❧❡t❡✮
❝❧✐❡♥t▲✐st ❂ s♦rt❉❡❝r❡❛s✐♥❣✭❝❧✐❡♥ts✭s✮✮❀
❢♦r❡❛❝❤ i ∈ ❝❧✐❡♥t▲✐st ❞♦
✐❢ ri ≤ ♥✉♠❚♦❉❡❧❡t❡ t❤❡♥
♥✉♠❚♦❉❡❧❡t❡ ❂ ♥✉♠❚♦❉❡❧❡t❡ ✲ ri❀
❢♦r❡❛❝❤ a ∈ ❆♥❝❡st♦rs(i) ❞♦ inreqa = inreqa − ri❀
❝❤✐❧❞r❡♥✭♣❛r❡♥t✭i✮✮ ❂ ❝❤✐❧❞r❡♥(♣❛r❡♥t(i)) \ {i}❀
✐❢ ♥✉♠❚♦❉❡❧❡t❡ ❂❂ ✵ t❤❡♥ r❡t✉r♥❀
❡♥❞
❡♥❞
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✷✿ Pr♦❝❡❞✉r❡ ❯❚❉❋✐rstP❛ss
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❯❚❉❋✐rstP❛ss ✭s ∈ N ✱ replica✮
✐❢ inreqs ≥ Ws & inreqs > ✵ t❤❡♥
replica = replica ∪ {s}❀
treateds ❂ tr✉❡❀
❞❡❧❡t❡❘❡q✉❡sts✭s✱ Ws✮❀
❡♥❞
❢♦r❡❛❝❤ i ∈ ❝❤✐❧❞r❡♥(s) ❞♦
✐❢ i ∈ N t❤❡♥ ❯❚❉❋✐rstP❛ss ✭i✱ replica✮❀
❡♥❞
✸❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✸✿ Pr♦❝❡❞✉r❡ ❯❚❉❙❡❝♦♥❞P❛ss
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❯❚❉❙❡❝♦♥❞P❛ss ✭s ∈ N ✱ replica✮
✐❢ s /∈ replica& inreqs > ✵ t❤❡♥
replica = replica ∪ {s}❀
❞❡❧❡t❡❘❡q✉❡sts✭s✱ inreqs✮❀
❡❧s❡
❢♦r❡❛❝❤ i ∈ ❝❤✐❧❞r❡♥(s) ❞♦
✐❢ i ∈ N & inreqi > ✵ t❤❡♥ ❯❚❉❙❡❝♦♥❞P❛ss ✭i✱ replica✮❀
❡♥❞
❡♥❞
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✹✿ Pr♦❝❡❞✉r❡ ❯❇❯
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❯❇❯ ✭s ∈ N ✱ replica✮
clientList ❂ s♦rt❉❡❝r❡❛s✐♥❣✭❝❧✐❡♥ts✭s✮❀
❢♦r❡❛❝❤ i ∈ ❝❧✐❡♥t▲✐st ❞♦
V alidAncests = {a ∈ ❆♥❝❡st♦rs(i)|Wa ≥ ri}❀
✐❢ V alidAncests 6= ∅ t❤❡♥
a = MinWj{j ∈ V alidAncests}❀
✐❢ a /∈ replica t❤❡♥ replica = replica ∪ {a}❀
Wa = Wa − ri❀
❡♥❞
❡❧s❡ r❡t✉r♥ no solution❀
❡♥❞
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✺✿ Pr♦❝❡❞✉r❡ ❞❡❧❡t❡❘❡q✉❡sts■♥▼❚❉
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡❧❡t❡❘❡q✉❡sts■♥▼❚❉ ✭s ∈ N ✱ ♥✉♠❚♦❉❡❧❡t❡✮
clientList ❂ s♦rt❉❡❝r❡❛s✐♥❣✭❝❧✐❡♥ts✭s✮✮❀
❢♦r❡❛❝❤ i ∈ ❝❧✐❡♥t▲✐st ❞♦
✐❢ ri ≤ ♥✉♠❚♦❉❡❧❡t❡ t❤❡♥
♥✉♠❚♦❉❡❧❡t❡ ❂ ♥✉♠❚♦❉❡❧❡t❡ ✲ ri❀
❢♦r❡❛❝❤ a ∈ ❆♥❝❡st♦rs(i) ❞♦ inreqa = inreqa − ri❀
❝❤✐❧❞r❡♥✭♣❛r❡♥t✭i✮✮ ❂ ❝❤✐❧❞r❡♥(♣❛r❡♥t(i)) \ {i}❀
❡❧s❡
ri ❂ ri ✲ ♥✉♠❚♦❉❡❧❡t❡❀
❢♦r❡❛❝❤ a ∈ ❆♥❝❡st♦rs(i) ❞♦ inreqa = inreqa − ri❀
r❡t✉r♥❀
❡♥❞
❡♥❞
✹ ❆PP❊◆❉■❳ ❆✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❙
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✻✿ Pr♦❝❡❞✉r❡ ▼❇❯❋✐rstP❛ss
♣r♦❝❡❞✉r❡ ▼❇❯❋✐rstP❛ss ✭s ∈ N ✱ replica✮
✐❢ ❛t❇♦tt♦♠✭s✮ || ❛❧❧❈❤✐❧❞r❡♥❚r❡❛t❡❞✭s✮ t❤❡♥
treateds ❂ tr✉❡❀
✐❢ Ws ≤ inreqs & inreqs > ✵ t❤❡♥
✴✯ ♥♦❞❡ ✐s ❡①❤❛✉st❡❞ ❜② t❤❡ r❡q✉❡sts ♦❢ ✐ts ❝❧✐❡♥ts ✯✴
replica = replica ∪ {s}❀
❞❡❧❡t❡❘❡q✉❡sts■♥▼❇❯✭s✱ Ws✮❀
❡❧s❡
✴✯ ♥♦❞❡ ✐s ♥♦t ❡①❤❛✉st❡❞✱ ❣♦ ✉♣ t❤❡ tr❡❡ ✯✴
✐❢ ❆♥❝❡st♦rs(s) 6= ∅ t❤❡♥ ❝❛❧❧ ▼❇❯ ✭♣❛r❡♥t✭s✮✱ replica✮❀
❡♥❞
❡❧s❡
✴✯ ♥♦t ②❡t ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱ ❣♦ ❞♦✇♥ ✯✴
❢♦r❡❛❝❤ i ∈ ❝❤✐❧❞r❡♥(s) ❞♦
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❡♥❞
❡♥❞
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✐❢ s /∈ replica & inreqs > ✵ t❤❡♥
replica = replica ∪ {s}❀
❞❡❧❡t❡❘❡q✉❡sts■♥▼❇❯✭s✱ inreqs✮❀
❡❧s❡
❢♦r❡❛❝❤ i ∈ ❝❤✐❧❞r❡♥(s) ❞♦
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❙♦❝✐❡t② Pr❡ss✱ ✷✵✵✼✳
❬❇✽❪ ❱❡r♦♥✐❦❛ ❘❡❤♥✱ ❨✈❡s ❘♦❜❡rt✱ ❛♥❞ ❋ré❞ér✐❝ ❱✐✈✐❡♥✳ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ❞❛t❛ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥
str❛t❡❣✐❡s ♦♥ st❛r ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ■♥ P❉P✬✷✵✵✼✱ ✶✺t❤ ❊✉r♦♠✐❝r♦ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ P❛r❛❧❧❡❧✱ ❉✐s✲
tr✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦✲❜❛s❡❞ Pr♦❝❡ss✐♥❣✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t② Pr❡ss✱ ✷✵✵✼✳
❬❇✾❪ ❖❧✐✈✐❡r ❇❡❛✉♠♦♥t✱ ▲♦r✐s ▼❛r❝❤❛❧✱ ❱❡r♦♥✐❦❛ ❘❡❤♥✱ ❛♥❞ ❨✈❡s ❘♦❜❡rt✳ ❋✐❢♦ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢
❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❧♦❛❞s ✇✐t❤ r❡t✉r♥ ♠❡ss❛❣❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ♦♥❡✲♣♦rt ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❍❈❲✬✷✵✵✻✱ t❤❡ ✶✺t❤
❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❲♦r❦s❤♦♣✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t② Pr❡ss✱ ✷✵✵✻✳
❆♣♣❡♥❞✐① ❉
◆♦t❛t✐♦♥s
❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ❚r❡❡ ◆❡t✇♦r❦s
❈❤❛♣t❡rs ✶ ✲ ✸
T = N ∪ L ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ tr❡❡ T
N s❡t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡s ✭♣♦ss✐❜❧❡ s❡r✈❡rs✮
C s❡t ♦❢ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡s ✭❝❧✐❡♥ts✮
L s❡t ♦❢ tr❡❡ ❡❞❣❡s ✭❧✐♥❦s✮
ri r❡q✉❡sts ♦❢ ❝❧✐❡♥t i✱ i ∈ C
qi ◗♦❙ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r r❡q✉❡sts ♦❢ ❝❧✐❡♥t i
❲j ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ♥♦❞❡ j✱ j ∈ N
s❝j ♣r✐❝❡ t♦ ♣❛② t♦ ♣❧❛❝❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ❛t ♥♦❞❡ j ✭st♦r❛❣❡ ❝♦st✮
❙❡r✈❡rs(i) ⊆ N s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ❛♥❞ tr❡❛t✐♥❣ t❤❡ r❡q✉❡sts ♦❢ ❝❧✐❡♥t i
❝♦♠♠l ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦♥ ❧✐♥❦ l
❇❲l ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ❧✐♥❦ l
r r♦♦t ♦❢ t❤❡ tr❡❡
❝❤✐❧❞r❡♥(j) s❡t ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ ♥♦❞❡ j✱ j ∈ N
♣❛r❡♥t(k) ♣❛r❡♥t ♦❢ ♥♦❞❡ k✱ k ∈ N ∪ C
s✉❝❝(l) ✐❢ ❧✐♥❦ l ❝♦♥♥❡❝ts ♥♦❞❡ k t♦ k′ = ♣❛r❡♥t(k)✱ s✉❝❝(l) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧✐♥❦ t❤❛t
❝♦♥♥❡❝ts k′ t♦ ♣❛r❡♥t(k′)
❆♥❝❡st♦rs(k) ❛♥❝❡st♦rs ♦❢ ♥♦❞❡ k✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣❛t❤ t❤❛t ❧❡❛❞s ❢r♦♠ k
✉♣ t♦ t❤❡ r♦♦t r ✭k ❡①❝❧✉❞❡❞✮
♣❛t❤[k → k′] ♣❛t❤ ❢r♦♠ k t♦ k′
R s❡t ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s
Pr♦❜❧❡♠s
❘❡♣❧✐❝❛ P❧❛❝❡♠❡♥t ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠
❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥♦❞❡s
❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦st ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥♦❞❡s
❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦✉♥t✐♥❣ ✇✐t❤ ◗♦❙ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥♦❞❡s✱ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts
❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦st ✇✐t❤ ◗♦❙ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥♦❞❡s✱ ◗♦❙ ❝♦♥str❛✐♥ts
❘❡♣❧✐❝❛ ❈♦st ✇✐t❤ ◗♦❙ ❛♥❞ ❇❛♥❞✇✐❞t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥♦❞❡s✱ ◗♦❙ ❛♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts
✶✸
✶✹ ❆PP❊◆❉■❳ ❉✳ ◆❖❚❆❚■❖◆❙
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷
T ∗ tr❡❡
r+ r♦♦t
t(v) s✉❜tr❡❡ r♦♦t❡❞ ❜② ♥♦❞❡ v
t′(v) = t(v)− v ❢♦r❡st ♦❢ tr❡❡s r♦♦t❡❞ ❛t v✬s ❝❤✐❧❞r❡♥
a(v, i) i✬t❤ ❛♥❝❡st♦r ♦❢ ♥♦❞❡ v✱ tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ tr❡❡ ✉♣ t♦ t❤❡ r♦♦t
m(T ∗) ♠✐♥✐♠✉♠ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② s❡t ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ tr❡❡ T
W ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❛ ♥♦❞❡
m(t(v)) ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t′(v)
C(v, i) ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉❡sts ♦♥ ♥♦❞❡ a(v, i) ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ❜② t(v) ❜②
♣❧❛❝✐♥❣ m(t(v)) r❡♣❧✐❝❛s ✐♥ t′(v) ❛♥❞ ♥♦♥❡ ♦♥ a(v, j) ❢♦r 0 ≤ j < i
e(v, i) ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ ♥♦❞❡ v t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡♣❧✐❝❛ s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ r❡q✉❡sts ♦♥ ♥♦❞❡ a(v, i) ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ W ✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❛❝t❧②
m(t(v)) r❡♣❧✐❝❛s ✐♥ t′(v) ❛♥❞ ♥♦♥❡ ♦♥ a(v, j) ❢♦r 0 ≤ j < i ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
t(v) ♦♥ a(v, i) ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞
P✐♣❡❧✐♥❡ ❲♦r❦✢♦✇ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❈❤❛♣t❡rs ✹ ✲ ✻
n ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛❣❡s
Sk st❛❣❡ k
δk ❞❛t❛ ✐♥♣✉t ❢♦r st❛❣❡ k
✇k ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ st❛❣❡ k
p ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs
Pu ♣r♦❝❡ss♦r u
❢♣u ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ Pu
su s♣❡❡❞ ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r Pu
❧✐♥❦u,v ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ Pu ❛♥❞ Pv
❜u,v ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ❧✐♥❦ ❧✐♥❦u,v
L ❧❛t❡♥❝②
P ♣❡r✐♦❞
FP ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
✶✺
❈♦♥❝✉rr❡♥t ❙tr❡❛♠✐♥❣ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❈❤❛♣t❡r ✽
N s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs
ni ♦♣❡r❛t♦r i
✇i ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♠♦✉♥t ❢♦r ni
δi ♦✉t♣✉t s✐③❡ ♦❢ ni
OB s❡t ♦❢ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts
obk ♦❜❥❡❝t k
δk s✐③❡ ♦❢ obk
fk ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ obk
ratek ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ♦❢ obk
Leaf (i) ✐♥❞❡① s❡t ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ni✱ ✐❢ ❛♥②
Child(i) t❤❡ ✐♥❞❡① s❡t ♦❢ ni✬s ❝❤✐❧❞r❡♥ ✐♥ N ✱ ✐❢ ❛♥②
Parent(i) t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ni✬s ♣❛r❡♥t ✐♥ N ✱ ✐❢ ❛♥②
P s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs
S s❡t ♦❢ s❡r✈❡rs
R s❡t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s P ∪ S
Sl s❡r✈❡r l
Pu ♣r♦❝❡ss♦r u
Bsl ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ Sl
Bpu ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ Pu
bp ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣r♦❝❡ss♦rs
bsl ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❜❡t✇❡❡♥ Sl ❛♥❞ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r
su ❝♦♠♣✉t❡ s♣❡❡❞ ♦❢ Pu
a(i) = u ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡s t❤❛t ni ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ Pu
a¯(u) ✐♥❞❡① s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ Pu
DL(u) s❡t ♦❢ (k, l) ❝♦✉♣❧❡s ✇❤❡r❡ Pu ❞♦✇♥❧♦❛❞s obk ❢r♦♠ Sl
ρ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♣✉t
✶✻ ❆PP❊◆❉■❳ ❉✳ ◆❖❚❆❚■❖◆❙
❈❤❛♣t❡r ✾
K ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
OP s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs
opp ♦♣❡r❛t♦r p
operators(p) t❤❡ ✐♥❞❡① s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ OP ✇❤♦s❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞
❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ opp✱ ✐❢ ❛♥②
OB s❡t ♦❢ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts
obj ♦❜❥❡❝t j
objects(p) ✐♥❞❡① s❡t ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ OB t❤❛t ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ opp✱ ✐❢ ❛♥②
n
(k)
i i✲t❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k
op(n
(k)
i ) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦♣❡r❛t♦r t♦ n
(k)
i
ob(n
(k)
i ) s❡t ♦❢ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts r❡q✉✐r❡❞ ❜② op(n
(k)
i )
δj s✐③❡ ♦❢ obj
f
(k)
j ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ obj ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k
rate
(k)
j ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ♦❢ obj ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k
✇p ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♠♦✉♥t ❢♦r opp
δp ♦✉t♣✉t s✐③❡ ♦❢ opp
P s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs
Pu ♣r♦❝❡ss♦r u
Bpu ♥❡t✇♦r❦ ❝❛r❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ Pu
bpu,v ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ Pu ❛♥❞ Pv
su ❝♦♠♣✉t❡ s♣❡❡❞ ♦❢ pu
a(k, i) = u ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡s t❤❛t n
(k)
i ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ Pu
a¯(u) ✐♥❞❡① s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ Pu
ρ(k) t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k
Ch(u) = {(p, v, k)} s❡t ♦❢ ✭♦♣❡r❛t♦r✱ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ t✉♣❧❡s s✉❝❤ t❤❛t ♣r♦❝❡ss♦r Pu
♥❡❡❞s t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♦♣❡r❛t♦r opp✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss♦r Pv✱ ❛t r❛t❡ ρ
(k)❀
♦♣❡r❛t♦rs opp ❛r❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ aop(u) ✐♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r tr❡❡✳
Par(u) = {(p, v, k)} s❡t ♦❢ ✭♦♣❡r❛t♦r✱ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ t✉♣❧❡s s✉❝❤ t❤❛t Pu ♥❡❡❞s t♦
s❡♥❞ t♦ Pv ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♦♣❡r❛t♦r opp ❛t r❛t❡ ρ
(k)❀
p ∈ aop(u) ❛♥❞ t❤❡ s❡♥❞✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❡♥ts ♦❢ opp ✐♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r tr❡❡✳
DL(u) = {(j, v, k)} s❡t ♦❢ ✭♦❜❥❡❝t✱ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ t✉♣❧❡s ✇❤❡r❡ Pu ❞♦✇♥❧♦❛❞s
♦❜❥❡❝t obj ❢r♦♠ ♣r♦❝❡ss♦r Pv ❛t r❛t❡ ρ
(k)✳
❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣✿
❉✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ❜❡❢❛sst s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✈♦♥ ❲♦r❦✢♦✇✲❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ✐♥ ❤❡t❡r♦✲
❣❡♥❡♥ P❧❛tt❢♦r♠❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❞r❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆rt❡♥
✈♦♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥✿
P❧❛t③✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❘❡♣❧✐❦❛t❡♥ ✐♥ ❇❛✉♠♥❡t③✇❡r❦❡♥✕ ❉❛s ❡rst❡ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t❡r❡s✲
s✐❡rt s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ P❧❛t③✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❘❡♣❧✐❦❛t❡♥ ✐♥ ❇❛✉♠♥❡t③✇❡r❦❡♥✳ ❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❤✐❡r❢ür ✐st
❞✐❡ P❧❛t③✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❘❡♣❧✐❦❛t❡♥ ✐♥ ✈❡rt❡✐❧t❡♥ ❉❛t❡♥❜❛♥❦s②st❡♠❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣s✲
str✉❦t✉r ❜❛✉♠❛rt✐❣ ♦r❣❛♥✐s✐❡rt ✐st✳ ❉✐❡ P❧❛t③✐❡r✉♥❣ s♦❧❧ ✉♥t❡r ♠❡❤r❡r❡♥ ❈♦♥str❛✐♥ts
✭❙❡r✈❡r❦❛♣❛③✐tät❡♥✱ s♦✇✐❡ ❉✐❡♥st❣üt❡ ✉♥❞ ❇❛♥❞❜r❡✐t❡♥❜❡s❝❤rä♥❦✉♥❣❡♥✮ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt
✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❈❧✐❡♥t✲❆♥❢r❛❣❡♥ s✐♥❞ ✐♠ ❱♦r❛✉s ❜❡❦❛♥♥t✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❆♥③❛❤❧ ✉♥❞ P❧❛t③✐❡r✉♥❣
❞❡r ❙❡r✈❡r ❡rst ③✉ ❡r♠✐tt❡❧♥ s✐♥❞✳ ❉✐❡ ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❣ä♥❣✐❣❡ ❙tr❛t❡❣✐❡ ❡r③✇✐♥❣t✱ ❞❛ss
❛❧❧❡ ❆♥❢r❛❣❡♥ ❡✐♥❡s ❈❧✐❡♥ts ✈♦♠ ♥ä❝❤st❣❡❧❡❣❡♥❡♥ ❙❡r✈❡r ✐♠ ❇❛✉♠ ❜❡❤❛♥❞❡❧t ✇❡r❞❡♥✳
❊s ✇❡r❞❡♥ ③✇❡✐ ♥❡✉❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥s✇❡✐s❡♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❊✐♥ ❍❛✉♣t❜❡✐tr❛❣
❜❡st❡❤t ✐♥ ❞❡r ❇❡✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ❆✉s✇✐r❦✉♥❣ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ♥❡✉❡♥ ❙tr❛t❡❣✐❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡♥
❘❡♣❧✐❦❛t✐♦♥s❦♦st❡♥✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ✇✐❝❤t✐❣❡s ❩✐❡❧ ✐st ❞✐❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥ ❍❡t❡r♦❣❡♥✐tät
❛✉s t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡r ✉♥❞ ♣r❛❦t✐s❝❤❡r ❙✐❝❤t✳ ❊s ✇❡r❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❑♦♠♣❧❡①✐täts❡r❣❡❜✲
♥✐ss❡ ❡r❛r❜❡✐t❡t ✉♥❞ ♠❡❤r❡r❡ ❡✣③✐❡♥t❡ P♦❧②♥♦♠✐❛❧③❡✐t✲❍❡✉r✐st✐❦❡♥ ❢ür ◆P✲✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡
■♥st❛♥③❡♥ ❞❡s Pr♦❜❧❡♠s ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳
▲✐♥❡❛r❡ ❲♦r❦✢♦✇✲❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥✕ ❆❧s ♥ä❝❤st❡s ✇❡r❞❡♥ ❲♦r❦✢♦✇✲❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❜❡❤❛♥✲
❞❡❧t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛❧s ❧✐♥❡❛r❡ ●r❛♣❤❡♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞✐❡s❡s ❆♣♣❧✐✲
❦❛t✐♦♥st②♣s ✐st ❞✐❡ ❞✐❣✐t❛❧❡ ❇✐❧❞✈❡r❛r❜❡✐t✉♥❣✱ ✐♥ ❞❡r ❇✐❧❞❡r ❡✐♥❡r P✐♣❡❧✐♥❡ ✈❡r❛r❜❡✐✲
t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ s♦❧❧❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❣❡❣❡♥sät③❧✐❝❤❡ ❑r✐t❡r✐❡♥ ♦♣t✐♠✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡
③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❉✉r❝❤s❛t③ ✉♥❞ ▲❛t❡♥③③❡✐t✱ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥✱
♦❞❡r ❛✉❝❤ ▲❛t❡♥③③❡✐t ✉♥❞ ❆✉s❢❛❧❧s✐❝❤❡r❤❡✐t ❞❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✭❞✳❤✳ ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤✲
❦❡✐t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❡r❛r❜❡✐t✉♥❣ ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤ ✐st✮✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❢ür ✈♦❧❧❤♦♠♦❣❡♥❡ P❧❛tt❢♦r♠❡♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡♥ ❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✐r❞ ❞❛s Pr♦❜❧❡♠ ◆P✲❤❛rt✱ s♦❜❛❧❞
❤❡t❡r♦❣❡♥❡ P❧❛tt❢♦r♠❡♥ ❛♥❣❡str❡❜t ✇❡r❞❡♥✳ ❊✐♥ ❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡s ❧✐♥❡❛r❡s Pr♦❣r❛♠♠ ❢ür
❧❡t③t❡r❡s Pr♦❜❧❡♠ ✇✐r❞ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❡s ✇❡✐t❡r❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❡✣③✐❡♥t❡ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧❡ ❜✐✲❦r✐tär❡ ❍❡✉r✐st✐❦❡♥ ♣räs❡♥t✐❡rt✱ ❞❡r❡♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❊✣③✐❡♥③ ❞✉r❝❤ ✉♠❢❛♥❣r❡✐❝❤❡
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❡r✉✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❡✐♥❡r ❋❛❧❧st✉❞✐❡ ✇❡r❞❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ▼P■✲❜❛s✐❡rt❡
❆✉s✇❡rt✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❏P❊●✲❊♥❝♦❞❡r✲P✐♣❡❧✐♥❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❘❡❝❤❡♥✲❈❧✉st❡r ❡rst❡❧❧t✳
❑♦♠♣❧❡①❡ ❙tr❡❛♠✐♥❣✲❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥✕ ❆❧s ❧❡t③t❡s ✇✐r❞ ❞✐❡ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣ ✈♦♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥✲
❣❡♥✱ ❞✐❡ ❛❧s ❖♣❡r❛t♦r✲❇ä✉♠❡ str✉❦t✉r✐❡rt s✐♥❞✱ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❑♦♥❦r❡t ❜❡❞❡✉t❡t ❞✐❡s✱ ❞❛ss
❡✐♥ ♦❞❡r ♠❡❤r❡r❡ ❖♣❡r❛t♦r✲❇ä✉♠❡ ✐♥ st❛t✐♦♥är❡♠ ❩✉st❛♥❞ ❛✉❢ ♠❛♥♥✐❣❢❛❧t✐❣❡ ❉❛t❡♥✲
♦❜❥❡❦t❡ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❢♦rt❧❛✉❢❡♥❞ ❛♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❙t❡❧❧❡♥ ✐♠ ◆❡t③✇❡r❦
❛❦t✉❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❊✐♥ ❡rst❡s ❩✐❡❧ ✐st ❡s✱ ❞❡♠ ❇❡♥✉t③❡r ❡✐♥❡ ●r✉♣♣❡ ✈♦♥ ❘❡❝❤♥❡r♥
✈♦r③✉s❝❤❧❛❣❡♥✱ ❞✐❡ ❣❡❦❛✉❢t ♦❞❡r ❣❡♠✐❡t❡t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧❡♥✱ s♦ ❞❛ss ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡♥
♠✐♥✐♠❛❧❡♥ st❛t✐♦♥är❡♥ ❉✉r❝❤s❛t③ ❡r③✐❡❧t ✉♥❞ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ P❧❛tt❢♦r♠❦♦st❡♥ ♠✐♥✐♠✐❡rt
✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❙♣ät❡r ✇✐r❞ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❛✉❢ ♠❡❤r❡r❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❡r✇❡✐t❡rt✿ ✈❡rs❝❤✐❡✲
❞❡♥❡ ♥❡❜❡♥❧ä✉✜❣❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ③❡✐t❣❧❡✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ◆❡t③✇❡r❦ ❛✉s❣❡❢ü❤rt ✉♥❞
❡s ❣✐❧t s✐❝❤❡r③✉st❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ✐❤r❡♥ ❉✉r❝❤s❛t③ ❡rr❡✐❝❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❊✐♥
✇❡✐t❡r❡r ❇❡✐tr❛❣ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✐st ❞✐❡ ❊rst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❡r ❑♦♠♣❧❡①✐täts❛♥❛❧②s❡ ❢ür ✉♥t❡r✲
s❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ■♥st❛♥③❡♥ ❞❡s ●r✉♥❞♣r♦❜❧❡♠s✱ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ■♥st❛♥✲
③❡♥ ❛❧s ❧✐♥❡❛r❡ Pr♦❣r❛♠♠❡✳ ❆❧s ❞r✐tt❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ✇❡r❞❡♥ ❢ür ❜❡✐❞❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s♠♦❞❡❧❧❡
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ P♦❧②♥♦♠✐❛❧③❡✐t✲❍❡✉r✐st✐❦❡♥ ♣räs❡♥t✐❡rt✳ ❊✐♥ ❍❛✉♣t③✐❡❧ ❞❡r ❍❡✉r✐st✐❦❡♥ ❢ür
♥❡❜❡♥❧ä✉✜❣❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ✐st ❞✐❡ ❲✐❡❞❡r✈❡r✇❡rt✉♥❣ ✈♦♥ ❩✇✐s❝❤❡♥❡r❣❡❜♥✐ss❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡
✈♦♥ ♠❡❤r❡r❡♥ ❆♥✇❡❞✉♥❣❡♥ ❣❡t❡✐❧t ✇❡r❞❡♥✳
❙❝❤❧üss❡❧✇♦rt❡✿
P❧❛t③✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❘❡♣❧✐❦❛t❡♥✱ P✐♣❡❧✐♥❡✱ ❋❧✉ss✈❡r❛r❜❡✐t✉♥❣ ✐♠ ◆❡t③✇❡r❦✱ P❧❛t③✐❡r✉♥❣ ✈♦♥
❖♣❡r❛t♦r❡♥✱ ❇❛✉♠♥❡t③✇❡r❦❡✱ ♠✉❧t✐✲❦r✐tär❡ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣✱ ❑♦♠♣❧❡①✐täts❛♥❛❧②s❡✱ ❍❡✉r✐✲
st✐❦❡♥✱ ❧✐♥❡❛r❡ Pr♦❣r❛♠♠❡✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡ P❧❛tt❢♦r♠❡♥✳
❘és✉♠é ✿
▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉r ❞❡s ♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s ❤étér♦❣è♥❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱
♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r tr♦✐s t②♣❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿
P❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ré♣❧✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✕ ❉❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱
♣❧✉s✐❡✉rs ❝❧✐❡♥ts é♠❡tt❡♥t ❞❡s r❡q✉êt❡s à q✉❡❧q✉❡s s❡r✈❡✉rs ❡t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ✿ ♦ù ❞♦✐t✲
♦♥ ♣❧❛❝❡r ❞❡s ré♣❧✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❛✜♥ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s r❡q✉êt❡s ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ tr❛✐té❡s✳
◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❡t ❝♦♠♣❛r♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ré♣❧✐q✉❡s ❞❛♥s ❞❡s
rés❡❛✉① ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ s❡r✈❡✉r✱ ❞❡ q✉❛❧✐té
❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❡t ❞❡ ❜❛♥❞❡✲♣❛ss❛♥t❡✳ ▲❡s r❡q✉êt❡s ❞❡s ❝❧✐❡♥ts s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s ❛ ♣r✐♦r✐✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s❡r✈❡✉rs s♦♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡st ❞❡ ❢♦r❝❡r t♦✉t❡s ❧❡s r❡q✉êt❡s ❞✬✉♥ ❝❧✐❡♥t à êtr❡ tr❛✐té❡s ♣❛r
❧❡ s❡r✈❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❡t ét✉❞✐♦♥s
❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s s✉r ❧❡ ❝♦ût t♦t❛❧ ❞❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❜✉t
✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té ❞❡s s❡r✈❡✉rs✱ ❞✬✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ à ❧❛
❢♦✐s t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ♣r❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ♥♦✉✈❡❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱
❡t ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡✣❝❛❝❡s ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✕ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ♦ù ❧❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t tr❛✐té❡s ❡♥
ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s ❛♥t❛❣♦♥✐st❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♦♣t✐♠✐sés✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡
❞é❜✐t ❡t ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ✭♦✉ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ✭✐✳❡✳ ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦✐t ré✉ss✐✮ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧ s♦✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① s✐♠♣❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s✱
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ s✬❛tt❛q✉❡ à ❞❡s ♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s ❤étér♦❣è♥❡s✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❉❡
♣❧✉s ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❜✐✲❝r✐tèr❡s ❡✣❝❛❝❡s ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱
❞♦♥t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡st é✈❛❧✉é❡ ♣❛r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡①t❡♥s✐✈❡s✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ét✉❞❡
❞❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✭♣r♦❣r❛♠♠és
❡♥ ▼P■✮ ♣♦✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r ❏P❊● s✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ str❡❛♠✐♥❣✕ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦r❣❛♥✐✲
sé❡s ❡♥ ❛r❜r❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs✱ ✐✳❡✳ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❞✬✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs
❛r❜r❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs à ❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠✐s à ❥♦✉r ❝♦♥t✐♥✉❡❧❧❡♠❡♥t à
❞✐✛ér❡♥ts ❡♥❞r♦✐ts ❞✉ rés❡❛✉✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ❜✉t ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❛❝❤❡té ♦✉ ❧♦✉é ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧❡ ❞é❜✐t ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t s♦✐t ❛tt❡✐♥t✳ P✉✐s ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✉①
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✿ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡s s♦♥t ❡①é❝✉té❡s ❡♥ ♠ê♠❡
t❡♠♣s ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉✱ ❡t ♦♥ ❞♦✐t ❛ss✉r❡r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣✉✐ss❡♥t ❛tt❡✐♥❞r❡
❧❡✉r ❞é❜✐t r❡q✉✐s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞✬❛♣♣♦rt❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✈❛r✐é❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❧✬é❧❛✲
❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❯♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r❡♠✐❡r ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡s ❡st ❧❛ ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s q✉✐ s♦♥t ♣❛rt❛❣és ♣❛r♠✐ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
▼♦ts✲❝❧és ✿
P❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ré♣❧✐q✉❡s✱ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱
♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs✱ rés❡❛✉① ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✱ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❝r✐tèr❡✱ rés✉❧t❛ts ❞❡
❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s ❤étér♦❣è♥❡s✳
❆❜str❛❝t✿
❚❤❡ r❡s✉❧ts s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢
✇♦r❦✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤r❡❡
❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ str❡❛♠✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿
❘❡♣❧✐❝❛ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ tr❡❡ ♥❡t✇♦r❦s✕ ■♥ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝❧✐❡♥ts ❛r❡ ✐ss✉✐♥❣
r❡q✉❡sts t♦ s♦♠❡ s❡r✈❡rs ❛♥❞ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡r❡ t♦ ♣❧❛❝❡ r❡♣❧✐❝❛s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ r❡q✉❡sts ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♣♦❧✐❝✐❡s t♦
♣❧❛❝❡ r❡♣❧✐❝❛s ✐♥ tr❡❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ s✉❜❥❡❝t t♦ s❡r✈❡r ❝❛♣❛❝✐t②✱ ◗✉❛❧✐t② ♦❢ ❙❡r✈✐❝❡ ✭◗♦❙✮ ❛♥❞
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ❝❧✐❡♥t r❡q✉❡sts ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡r✈❡rs ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❛t ❛❧❧ r❡q✉❡sts ♦❢ ❛ ❝❧✐❡♥t ❜❡ s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧♦s❡st s❡r✈❡r ✐♥
t❤❡ tr❡❡✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥❞ st✉❞② t✇♦ ♥❡✇ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❖♥❡ ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
✇♦r❦ ✐s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡s❡ ♥❡✇ ♣♦❧✐❝✐❡s ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st✳ ❆♥♦t❤❡r
✐♠♣♦rt❛♥t ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s❡r✈❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ❜♦t❤ ❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❛♥❞ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❲❡ ❡st❛❜❧✐s❤ s❡✈❡r❛❧ ♥❡✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡
s❡✈❡r❛❧ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
P✐♣❡❧✐♥❡ ✇♦r❦✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✕ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✇♦r❦✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①✲
♣r❡ss❡❞ ❛s ❧✐♥❡❛r ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❣r❛♣❤s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t②♣❡ ✐s ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ st❡❛❞②✲st❛t❡ ♠♦❞❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛♥t❛❣♦♥✐st ❝r✐t❡✲
r✐❛ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞✱ s✉❝❤ ❛s t❤r♦✉❣❤♣✉t ❛♥❞ ❧❛t❡♥❝② ✭♦r ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✮ ❛s ✇❡❧❧
❛s ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ s✉❝❝❡ss✲
❢✉❧✮ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ s✐♠♣❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❢✉❧❧②
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ◆P✲❤❛r❞ ✇❤❡♥ t❛❝❦❧✐♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❧❛tt❡r ♣r♦❜✲
❧❡♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ s❡✈❡r❛❧ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜✐✲❝r✐t❡r✐❛ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ✇❤♦s❡
r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❡①t❡♥s✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s ❛ ❝❛s❡✲st✉❞②✱ ✇❡
♣r♦✈✐❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ▼P■ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❏P❊● ❡♥❝♦❞❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦♥ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ✇♦r❦st❛t✐♦♥s✳
❈♦♠♣❧❡① str❡❛♠✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✕ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s str✉❝t✉r❡❞
❛s tr❡❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ tr❡❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ st❡❛❞②✲
st❛t❡ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✉♣❞❛t❡❞ ❛t ✈❛r✐♦✉s ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥
❛ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆ ✜rst ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✉s❡r ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡
❜♦✉❣❤t ♦r r❡♥t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ st❡❛❞②✲
st❛t❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝♦st✳ ❲❡ t❤❡♥ ❡①t❡♥❞
♦✉r ♠♦❞❡❧ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡ ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ r❡❛❝❤ t❤❡✐r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♣✉t✳ ❆♥♦t❤❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
r❡s✉❧ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢
s❡✈❡r❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r②
♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐s t♦ r❡✉s❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧ts
s❤❛r❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❑❡②✇♦r❞s✿
❘❡♣❧✐❝❛ ♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ ✐♥✲♥❡t✇♦r❦ str❡❛♠ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ♦♣❡r❛t♦r ♠❛♣♣✐♥❣✱ tr❡❡
♥❡t✇♦r❦s✱ ♠✉❧t✐✲❝r✐t❡r✐❛ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts✱ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✱
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠s✳
